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网络安全数学基础

第八章多项式环



• 定义8.1 设𝑅是一个环，则系数都是𝑅中元素的多项式，即
给定多项式𝑓 𝑥 = 𝑎𝑛𝑥

𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 +⋯+ 𝑎0，若对𝑖 =

0,1,… , 𝑛，都有𝑎𝑖 ∈ 𝑅，且𝑎𝑛 ≠ 0𝑅，则称𝑓 𝑥 是𝑹上的多
项式，𝑎𝑛称为𝑓 𝑥 的首项系数。



• 定义8.1 设𝑅是一个环，则系数都是𝑅中元素的多项式，即
给定多项式𝑓 𝑥 = 𝑎𝑛𝑥

𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 +⋯+ 𝑎0，若对𝑖 =

0,1,… , 𝑛，都有𝑎𝑖 ∈ 𝑅，且𝑎𝑛 ≠ 0𝑅，则称𝑓 𝑥 是𝑹上的多
项式，𝑎𝑛称为𝑓 𝑥 的首项系数。

• 𝑛称为𝑓 𝑥 的次数，记作deg 𝑓。



• 定义8.1 设𝑅是一个环，则系数都是𝑅中元素的多项式，即
给定多项式𝑓 𝑥 = 𝑎𝑛𝑥

𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 +⋯+ 𝑎0，若对𝑖 =

0,1,… , 𝑛，都有𝑎𝑖 ∈ 𝑅，且𝑎𝑛 ≠ 0𝑅，则称𝑓 𝑥 是𝑹上的多
项式，𝑎𝑛称为𝑓 𝑥 的首项系数。

• 𝑛称为𝑓 𝑥 的次数，记作deg 𝑓。

• 若𝑎𝑛 = 1𝑅，则称𝑓 𝑥 为首一多项式。



• 定理8.1 设𝑅是一个环，在𝑅上的多项式全体组成的集合
𝑅[𝑥]上定义加法和乘法：对任意𝑓 𝑥 = σ𝑖=0

𝑛 𝑎𝑖𝑥
𝑖 , 𝑔 𝑥 =

σ𝑖=0
𝑚 𝑏𝑖𝑥

𝑖 ,，

𝑓 + 𝑔 𝑥 =෍
𝑖=0

max 𝑚,𝑛

𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 𝑥
𝑖 ,

𝑓𝑔 𝑥 =෍
𝑘=0

𝑛+𝑚

( ෍

𝑖+𝑗=𝑘

𝑎𝑖𝑏𝑗)𝑥
𝑘 ,

其中未定义的𝑎𝑖和𝑏𝑖都为0，即若𝑛 > 𝑚，则𝑏𝑚+1 = 𝑏𝑚+2 =
⋯ = 𝑏𝑛 = 0，若𝑛 < 𝑚，则𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛+2 = ⋯ = 𝑎𝑚 = 0，此
时𝑅[𝑥]关于加法和乘法构成环。



证明：对任意𝑓 𝑥 , 𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]，显然有 𝑓 + 𝑔 𝑥 , (𝑓𝑔)(𝑥) ∈
𝑅[𝑥]，因此𝑅[𝑥]对加法和乘法都封闭。对任意𝑓 𝑥 =
σ𝑖=0
𝑛 𝑎𝑖𝑥

𝑖 , 𝑔 𝑥 = σ𝑖=0
𝑚 𝑏𝑖𝑥

𝑖 , ℎ 𝑥 = σ𝑖=0
𝑙 𝑐𝑖𝑥

𝑖 ∈ 𝑅[𝑥]，因此

𝑓 + 𝑔 + ℎ 𝑥 = σ𝑖=0
max 𝑛,𝑚

𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 𝑥
𝑖 + σ𝑖=0

𝑙 𝑐𝑖𝑥
𝑖 =

σ𝑖=0
max 𝑛,𝑚,𝑙

( 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑖)𝑥
𝑖 = σ𝑖=0

max 𝑛,𝑚,𝑙
(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑖 )𝑥

𝑖 =

σ𝑖=0
𝑛 𝑎𝑖𝑥

𝑖 + σ𝑖=0
max 𝑚,𝑙

𝑏𝑖 + 𝑐𝑖 𝑥
𝑖 = (𝑓 + 𝑔 + ℎ )(𝑥)，因此加

法有结合律，类似可证乘法也有结合律，所以𝑅[𝑥]对加法和乘
法都构成半群。



又因为 𝑓 + 𝑔 𝑥 = σ𝑖=0
max 𝑚,𝑛

𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 𝑥
𝑖 = σ𝑖=0

max 𝑚,𝑛
𝑏𝑖 + 𝑎𝑖 𝑥

𝑖

= (𝑔 + 𝑓)(𝑥)，因此加法有交换律。显然0 𝑥 = 0 ∈ 𝑅[𝑥]，且
0 + 𝑓 𝑥 = 𝑓 + 0 𝑥 = 𝑓(𝑥)，所以0 𝑥 是𝑅[𝑥]的加法单位元，
令(−𝑓) 𝑥 = σ𝑖=0

𝑛 (−𝑎𝑖)𝑥
𝑖，则有 𝑓 + −𝑓 𝑥 = −𝑓 + 𝑓 𝑥

= 0 = 0(𝑥)，因此(−𝑓) 𝑥 是𝑓(𝑥)的加法逆元，所以𝑅[𝑥]关于加
法构成交换群。可验证 𝑓 + 𝑔 ℎ 𝑥 = (𝑓ℎ + 𝑔ℎ)(𝑥)以及

𝑓 𝑔 + ℎ 𝑥 = (𝑓𝑔 + 𝑓ℎ)(𝑥)，所以𝑅[𝑥]关于加法和乘法满足

分配律，因此𝑅[𝑥]关于这两种运算构成环。



• 事实上，还可验证1 𝑥 = 1 ∈ 𝑅[𝑥]是𝑅[𝑥]的乘法单位元，
因此𝑅[𝑥]是含幺环。



• 事实上，还可验证1 𝑥 = 1 ∈ 𝑅[𝑥]是𝑅[𝑥]的乘法单位元，
因此𝑅[𝑥]是含幺环。

• 若𝑅是交换环，则𝑅[𝑥]也是交换环。



• 事实上，还可验证1 𝑥 = 1 ∈ 𝑅[𝑥]是𝑅[𝑥]的乘法单位元，
因此𝑅[𝑥]是含幺环。

• 若𝑅是交换环，则𝑅[𝑥]也是交换环。

• 若𝑅无零因子，则𝑅[𝑥]也没有零因子。因此若𝑅是整环，则
𝑅[𝑥]也是整环。



• 定义8.2 设𝑅是一个整环，𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 ∈ 𝑅 𝑥 , 𝑔(𝑥) ≠ 0，若
存在𝑞(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]，使得𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥 𝑞(𝑥)，则称𝑓 𝑥 能被
𝑔 𝑥 整除，或者𝑔 𝑥 能整除𝑓 𝑥 ，记作𝑔 𝑥 |𝑓(𝑥)，否则
称𝑓 𝑥 不能被𝑔 𝑥 整除，或者𝑔 𝑥 不能整除𝑓 𝑥 ，记作
𝑔 𝑥 ∤ 𝑓(𝑥)。



• 定义8.2 设𝑅是一个整环，𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 ∈ 𝑅 𝑥 , 𝑔(𝑥) ≠ 0，若
存在𝑞(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]，使得𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥 𝑞(𝑥)，则称𝑓 𝑥 能被
𝑔 𝑥 整除，或者𝑔 𝑥 能整除𝑓 𝑥 ，记作𝑔 𝑥 |𝑓(𝑥)，否则
称𝑓 𝑥 不能被𝑔 𝑥 整除，或者𝑔 𝑥 不能整除𝑓 𝑥 ，记作
𝑔 𝑥 ∤ 𝑓(𝑥)。

• 若𝑔 𝑥 |𝑓(𝑥)，称𝑓 𝑥 为𝑔 𝑥 的倍式，𝑔 𝑥 为𝑓 𝑥 的因式。



• 定义8.3 给定𝑓(𝑥) ∈ 𝑅 𝑥 ，若存在𝑔 𝑥 ∈ 𝑅 𝑥 ，使得
𝑔 𝑥 |𝑓(𝑥)，则称𝑓(𝑥)是合式，若不存在这样的多项式，
则称𝑓(𝑥)是既约多项式。



• 例因为𝑥3 − 1 = (𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1)，所以 𝑥 − 1 |(𝑥3 −
1)，𝑥 − 1是𝑥3 − 1的因式。



• 例因为𝑥3 − 1 = (𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1)，所以 𝑥 − 1 |(𝑥3 −
1)，𝑥 − 1是𝑥3 − 1的因式。

• 例在𝑍2上，𝑥2 + 1 = 𝑥 + 1 2，所以 𝑥 + 1 |(𝑥2 + 1)，
𝑥2 + 1是𝑥 + 1的倍式，因此𝑥2 + 1在𝑍2上不是既约多项式。



• 例因为𝑥3 − 1 = (𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1)，所以 𝑥 − 1 |(𝑥3 −
1)，𝑥 − 1是𝑥3 − 1的因式。

• 例在𝑍2上，𝑥2 + 1 = 𝑥 + 1 2，所以 𝑥 + 1 |(𝑥2 + 1)，
𝑥2 + 1是𝑥 + 1的倍式，因此𝑥2 + 1在𝑍2上不是既约多项式。

• 𝑥2 + 1不可用于从𝐹2生成𝐹4。



• 定理8.2 对任意域𝐹上两个多项式𝑓 𝑥 , 𝑔(𝑥)，𝑔(𝑥) ≠ 0，则
存在唯一𝑞 𝑥 , 𝑟 𝑥 ∈ 𝐹 𝑥 , deg 𝑟 < deg 𝑔, 使得𝑓 𝑥 =
𝑞 𝑥 𝑔 𝑥 + 𝑟(𝑥)。𝑞(𝑥)称为𝑓(𝑥)被𝑔(𝑥)除所得的不完全商，
𝑟(𝑥)称为𝑓(𝑥)被𝑔(𝑥)除所得的余式。



证明：若deg 𝑓 < deg 𝑔，令𝑟 𝑥 = 𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 = 0 ∈ 𝐹[𝑥]，则
有𝑓 𝑥 = 𝑞 𝑥 𝑔 𝑥 + 𝑟(𝑥)且deg 𝑟 < deg𝑔，因此这样的
𝑞 𝑥 , 𝑟 𝑥 存在。



证明：若deg 𝑓 < deg 𝑔，令𝑟 𝑥 = 𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 = 0 ∈ 𝐹[𝑥]，则
有𝑓 𝑥 = 𝑞 𝑥 𝑔 𝑥 + 𝑟(𝑥)且deg 𝑟 < deg𝑔，因此这样的
𝑞 𝑥 , 𝑟 𝑥 存在。若deg 𝑓 ≥ deg 𝑔，令𝑛 = deg 𝑓 − deg 𝑔 ≥
0, 𝑞 𝑥 = 𝑎𝑏−1𝑥𝑛, 𝑟 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑞 𝑥 𝑔(𝑥)，其中𝑎, 𝑏分别为
𝑓 𝑥 , 𝑔(𝑥)的首项系数，则deg(𝑞𝑔) = deg 𝑞 + deg 𝑔 = deg 𝑓 −
deg 𝑔 + deg 𝑔 = deg 𝑓，观察𝑞𝑔的首项系数为𝑎𝑏−1𝑏 = 𝑎，因
此deg 𝑟 = deg(𝑓 − 𝑞𝑔) < deg 𝑓，因此存在这样的𝑞 𝑥 , 𝑟 𝑥 。



若存在𝑞′ 𝑥 , 𝑟′ 𝑥 ∈ 𝐹 𝑥 , deg 𝑟′ < deg 𝑔，使得𝑓 𝑥 =
𝑞′ 𝑥 𝑔 𝑥 + 𝑟′(𝑥)，则有𝑞′ 𝑥 = 𝑞 𝑥 , 𝑟′ 𝑥 = 𝑟(𝑥)。事实上若
𝑞′ 𝑥 ≠ 𝑞(𝑥)，则deg( 𝑞′ − 𝑞 𝑔) = deg 𝑞′ − 𝑞 + deg𝑔 ≥ 0 +
deg 𝑔 = deg 𝑔，而deg(𝑟 − 𝑟′) ≤ max deg 𝑟 , deg 𝑟′ < deg 𝑔，

因此deg(𝑟 − 𝑟′) < deg( 𝑞′ − 𝑞 𝑔)，但由𝑞′ 𝑥 𝑔 𝑥 + 𝑟′ 𝑥 =
𝑞 𝑥 𝑔 𝑥 + 𝑟′(𝑥)可知 𝑞′ − 𝑞 𝑥 𝑔 𝑥 = (𝑟 − 𝑟′)(𝑥)，矛盾，所
以𝑞′ 𝑥 = 𝑞(𝑥)，由此可得𝑟′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑞′ 𝑥 𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑥 −
𝑞 𝑥 𝑔 𝑥 = 𝑟(𝑥)，唯一性得证。



• 定义8.4 给定环𝑅上两个多项式𝑓 𝑥 , 𝑔(𝑥)，若𝑑(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]
满足𝑑 𝑥 |𝑓 𝑥 , 𝑑 𝑥 |𝑔(𝑥)，且对任意ℎ(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]，若
ℎ 𝑥 |𝑓 𝑥 , ℎ 𝑥 |𝑔(𝑥)，则有ℎ 𝑥 |𝑑(𝑥)，那么称𝑑(𝑥)为𝑓(𝑥)
和𝑔(𝑥)的最大公因式。



• 定义8.4 给定环𝑅上两个多项式𝑓 𝑥 , 𝑔(𝑥)，若𝑑(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]
满足𝑑 𝑥 |𝑓 𝑥 , 𝑑 𝑥 |𝑔(𝑥)，且对任意ℎ(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]，若
ℎ 𝑥 |𝑓 𝑥 , ℎ 𝑥 |𝑔(𝑥)，则有ℎ 𝑥 |𝑑(𝑥)，那么称𝑑(𝑥)为𝑓(𝑥)
和𝑔(𝑥)的最大公因式。

• 若𝑑(𝑥)和𝑑′(𝑥)都是𝑓 𝑥 , 𝑔(𝑥)的最大公因式，则显然
𝑑 𝑥 |𝑑′ 𝑥 且𝑑′ 𝑥 |𝑑(𝑥)。



• 若𝑅是域，设𝑎和𝑎′分别为𝑑(𝑥)和𝑑′(𝑥)的首项系数，则显
然𝑎−1𝑑(𝑥)也是𝑓 𝑥 , 𝑔(𝑥)的最大公因式，且𝑎′𝑎−1𝑑 𝑥 =
𝑑′(𝑥)，所以𝑓 𝑥 , 𝑔(𝑥)的最大公因式在忽略非零常数因子
的意义下是唯一的，一般将这些最大公因式中首项系数为
1的作为它们的代表，记作(𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 )。



• 定义8.5 给定域𝐹上两个多项式𝑓 𝑥 , 𝑔(𝑥)，若
𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 = 1，则称𝑓 𝑥 和𝑔(𝑥)互素。



• 例取𝐹2上多项式𝑓 𝑥 = 𝑥13 + 𝑥11 + 𝑥9 + 𝑥8 + 𝑥6 + 𝑥5 +
𝑥4 + 𝑥3 + 1, 𝑔 𝑥 = 𝑥8 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥 + 1，由辗转相除法

可求得 𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 = 1。



• 辗转相除法

对任意域𝐹上多项式𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 , deg 𝑔 ≥ 1，令𝑟0 =
𝑓(𝑥), 𝑟1 = 𝑔(𝑥)，反复使用带余除法，则有
𝑟0(𝑥) = 𝑟1(𝑥)𝑞1(𝑥) + 𝑟2(𝑥), 0 ≤ deg 𝑟2 < deg 𝑟1
𝑟1(𝑥) = 𝑟2(𝑥)𝑞2(𝑥) + 𝑟3(𝑥), 0 ≤ deg 𝑟3 < deg 𝑟2

⋮
𝑟𝑛−2(𝑥) = 𝑟𝑛−1(𝑥)𝑞𝑛−1(𝑥) + 𝑟𝑛(𝑥), 0 ≤ deg 𝑟𝑛 < deg 𝑟𝑛−1
𝑟𝑛−1(𝑥) = 𝑟𝑛(𝑥)𝑞𝑛(𝑥) + 𝑟𝑛+1(𝑥), 𝑟𝑛+1(𝑥) = 0

经过有限次带余除法后，必然可得𝑟𝑛+1(𝑥) = 0，则

𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 = 𝑎−1𝑟𝑛(𝑥)，其中𝑎为𝑟𝑛(𝑥)的首项系数。



• 类似于整数上的辗转相除法，我们有

• 定理8.3 对任意域𝐹上多项式𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 , deg 𝑔 ≥ 1，存在
𝑠 𝑥 , 𝑡(𝑥) ∈ 𝐹[𝑥]，使得

𝑠 𝑥 𝑓 𝑥 + 𝑡 𝑥 𝑔 𝑥 = (𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 )



• 例上例中，对𝐹2上多项式𝑓 𝑥 = 𝑥13 + 𝑥11 + 𝑥9 + 𝑥8 +
𝑥6 + 𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3 + 1, 𝑔 𝑥 = 𝑥8 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥 + 1，已求

得 𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 = 1，由辗转相除法进一步可求得𝑠 𝑥 =

𝑥5 + 𝑥3, 𝑡 𝑥 = 𝑥10 + 𝑥6 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1，使得

𝑠 𝑥 𝑓 𝑥 + 𝑡 𝑥 𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 = 1。



• 有限域的构造
– 随机取10以内的素数𝑝和3至10之间的正整数𝑛。

– 搜索𝐹𝑝上的一个𝑛次极小多项式𝑝(𝑥)。

– 基于𝑝(𝑥)构造有限域𝐹𝑝𝑛，并找出它的一个生成元𝛼。

– 将𝐹𝑝𝑛所有非零元都分别用𝛼的幂和𝐹𝑝上次数不超过𝑛的多项式的形

式。

• 要求：输出𝑝 𝑥 , 𝛼, 𝛼的幂与多项式的对应表

• 语言：C/C++或Python

• 使用头歌平台搭建环境并提交作业

实验4


