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网络安全数学基础

第四章原根与指数



§4.1 阶和原根

• 由欧拉定理，若 𝑎,𝑚 = 1，则有𝑎𝜑(𝑚) ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)。因此同
余式𝑎𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)有解，那么它的最小正整数解是什么？又
有哪些性质？



§4.1 阶和原根

• 由欧拉定理，若 𝑎,𝑚 = 1，则有𝑎𝜑(𝑚) ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)。因此同
余式𝑎𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)有解，那么它的最小正整数解是什么？又
有哪些性质？

• 定义4.1.1 设𝑎,𝑚是正整数，𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1，则满足同余式
𝑎𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) (4.1)

的最小正整数𝑛称为𝑎模𝑚的阶或次数，记作𝑜𝑟𝑑𝑚(𝑎)或𝑜𝑟𝑑 (𝑎)。

如果𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 = 𝜑(𝑚)，则𝑎叫做模𝑚的原根。



• 例设𝑚为正整数，𝑚 >2，则𝑜𝑟𝑑𝑚 1 = 1, 𝑜𝑟𝑑𝑚 −1 = 2。



• 例设𝑚为正整数，𝑚 > 1，则𝑜𝑟𝑑𝑚 1 = 1, 𝑜𝑟𝑑𝑚 −1 = 2。

• 例计算223456 𝑚𝑜𝑑 7

解：易知𝑜𝑟𝑑7 2 = 3，且23456 = 7818 × 3 + 2，因此
223456 ≡ (23)7818∙ 22 ≡ 4 𝑚𝑜𝑑 7



• 例计算𝑜𝑟𝑑11(𝑎)，其中𝑎 = 1,2,… , 10



• 例计算𝑜𝑟𝑑11(𝑎)，其中𝑎 = 1,2,… , 10

解：



• 例计算𝑜𝑟𝑑11(𝑎)，其中𝑎 = 1,2,… , 10

解：

可见模11的次数可能为1,2,5,10，都是10 = 𝜑(11)的因数。



• 定理4.1.1   设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑛 ∈ 𝑍, 𝑎,𝑚 = 1，那么𝑎𝑛 ≡
1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)的充要条件是𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 |𝑛。



• 定理4.1.1   设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑛 ∈ 𝑍, 𝑎,𝑚 = 1，那么𝑎𝑛 ≡
1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)的充要条件是𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 |𝑛。

证明：令𝑑 = 𝑜𝑟𝑑𝑚(𝑎)，则存在𝑞, 𝑟 ∈ 𝑍, 0 ≤ 𝑟 < 𝑑，使得𝑛 =
𝑞𝑑 + 𝑟。

先证充分性：因为𝑑|𝑛，则𝑟 = 0，即𝑛 = 𝑞𝑑，有𝑎𝑛 = (𝑎𝑑)𝑞≡
1𝑞 = 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)。

再证必要性：因为1 ≡ 𝑎𝑛 = 𝑎𝑑
𝑞
∙ 𝑎𝑟 ≡ 1𝑞 ∙ 𝑎𝑟 = 𝑎𝑟 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)，

但𝑑是𝑎模𝑚的次数，且0 ≤ 𝑟 < 𝑑，因此𝑟 = 0，即𝑑|𝑛。



• 推论 设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1，那么 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 |𝜑(𝑚)。



• 推论 设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1，那么 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 |𝜑(𝑚)。

• 计算 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 时，仅需在 𝜑(𝑚)的因子中验证是否满足(4.1)。



• 例求5模17的次数



• 例求5模17的次数

解：因为𝜑 17 = 16的因子为1,2,4,8,16，计算

51 ≡ 5 𝑚𝑜𝑑 17 , 52 ≡ 8 𝑚𝑜𝑑 17 , 54 ≡ 13 𝑚𝑜𝑑 17 ,

58 ≡ −1 𝑚𝑜𝑑 17 , 516 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 17 ,

因此𝑜𝑟𝑑17 5 = 16，即5是模17的原根。



• 定理4.1.2   设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1，那么

(𝑖)若𝑏 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)，则𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 = 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,

(𝑖𝑖)设𝑎−1为使𝑎−1𝑎 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)成立的正整数，则
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎−1 = 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 。



• 例求39和7模17的次数



• 例求39和7模17的次数

解：因为39 ≡ 5 𝑚𝑜𝑑 17 , 7 ∙ 5 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 17)，因此

𝑜𝑟𝑑17 39 = 𝑜𝑟𝑑17 7 = 𝑜𝑟𝑑17 5 = 16，即39和7都是
模17的原根。



• 定理4.1.3   设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1，那么

𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 模𝑚两两不同余。



• 定理4.1.3   设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1，那么

𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 模𝑚两两不同余。

证明：用反证法，设𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 并非模𝑚两两不同余，
则存在1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ，使得𝑎𝑖 ≡ 𝑎𝑗 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)，因此

𝑚| 𝑎𝑗 − 𝑎𝑖 = 𝑎𝑖(𝑎𝑗−𝑖 − 1)，又因为 𝑎,𝑚 = 1，所以

𝑚|(𝑎𝑗−𝑖 − 1)，即𝑎𝑗−𝑖 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)，但0 < 𝑗 − 𝑖 < 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ，
与𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 是𝑎模𝑚的次数矛盾，故定理得证。



• 定理4.1.4 设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1，那么𝑎是模𝑚的原

根的充要条件是 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝜑 𝑚 构成一个模𝑚的简化剩余系。



• 定理4.1.4 设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1，那么𝑎是模𝑚的原

根的充要条件是 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝜑 𝑚 构成一个模𝑚的简化剩余系。

证明：先证必要性，因为𝑎是模𝑚的原根，由定理4.1.3可知

𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝜑 𝑚 模𝑚两两不同余，又由定理2.2.6可知它们构成
一个模𝑚的简化剩余系。



• 定理4.1.4 设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1，那么𝑎是模𝑚的原

根的充要条件是 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝜑 𝑚 构成一个模𝑚的简化剩余系。

证明：先证必要性，因为𝑎是模𝑚的原根，由定理4.1.3可知

𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝜑 𝑚 模𝑚两两不同余，又由定理2.2.6可知它们构成
一个模𝑚的简化剩余系。

再证充分性，因为𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝜑 𝑚 是模𝑚的简化剩余系，因

此它们模𝑚两两不同余，又由欧拉定理知𝑎𝜑 𝑚 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)，
因此小于 𝜑 𝑚 的所有正整数都不满足同余式 𝑎𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)，
因此𝜑 𝑚 是𝑎模𝑚的次数，即𝑎是模𝑚的原根。



• 例因为5是模17的原根，所以 5𝑘|𝑘 = 1,2,… , 16 构成了
模17的一个简化剩余系。具体来说，有

51 ≡ 5 (𝑚𝑜𝑑 17), 52 ≡ 8 (𝑚𝑜𝑑 17), 53 ≡ 6 (𝑚𝑜𝑑 17),

54 ≡ 13 (𝑚𝑜𝑑 17), 55 ≡ 14 (𝑚𝑜𝑑 17), 56 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 17),

57 ≡ 10 (𝑚𝑜𝑑 17), 58 ≡ 16 (𝑚𝑜𝑑 17), 59 ≡ 12 (𝑚𝑜𝑑 17),

510 ≡ 9 (𝑚𝑜𝑑 17), 511 ≡ 11 (𝑚𝑜𝑑 17), 512 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 17),

513 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 17), 514 ≡ 15 (𝑚𝑜𝑑 17), 515 ≡ 7 (𝑚𝑜𝑑 17),

516 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 17).

如表所示：

𝑘 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

5𝑘 5 8 6 13 14 2 10 16 12 9 11 4 3 15 7 1



• 定理4.1.5 设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1, 𝑘, 𝑑 ∈ 𝑍, 𝑘, 𝑑 ≥ 0，
则𝑎𝑑 ≡ 𝑎𝑘 𝑚𝑜𝑑 𝑚 的充要条件是𝑑 ≡ 𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 )。



• 定理4.1.5 设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1, 𝑘, 𝑑 ∈ 𝑍, 𝑘, 𝑑 ≥ 0，
则𝑎𝑑 ≡ 𝑎𝑘 𝑚𝑜𝑑 𝑚 的充要条件是𝑑 ≡ 𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 )。

证明：先证充分性，因为𝑑 ≡ 𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 )，不妨设𝑑 ≥ 𝑘，
因此存在非负整数𝑞，使得𝑑 = 𝑘 + 𝑞 ∙ 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ，此时有𝑎𝑑 =

𝑎𝑘 ∙ 𝑎𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 𝑞
≡ 𝑎𝑘 ∙ 1 = 𝑎𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)。



• 定理4.1.5 设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1, 𝑘, 𝑑 ∈ 𝑍, 𝑘, 𝑑 ≥ 0，
则𝑎𝑑 ≡ 𝑎𝑘 𝑚𝑜𝑑 𝑚 的充要条件是𝑑 ≡ 𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 )。

证明：先证充分性，因为𝑑 ≡ 𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 )，不妨设𝑑 ≥ 𝑘，
因此存在非负整数𝑞，使得𝑑 = 𝑘 + 𝑞 ∙ 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ，此时有𝑎𝑑 =

𝑎𝑘 ∙ 𝑎𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 𝑞
≡ 𝑎𝑘 ∙ 1 = 𝑎𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)。

再证必要性，仍设𝑑 ≥ 𝑘，则存在非负整数𝑞, 𝑟, 𝑟 < 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ，
使得𝑑 − 𝑘 = 𝑞 ∙ 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 + 𝑟，则𝑎𝑘 ≡ 𝑎𝑑 = 𝑎𝑘 ∙ 𝑎𝑟 ∙

𝑎𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 𝑞
≡ 𝑎𝑘 ∙ 𝑎𝑟 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)，因此𝑚|𝑎𝑘(𝑎𝑟 − 1)，又因为

𝑎,𝑚 = 1，所以 𝑎𝑘 , 𝑚 = 1，所以𝑚| (𝑎𝑟 − 1)，即𝑎𝑟 ≡

1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) ，则由𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 定义及0 ≤ 𝑟 < 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 可知𝑟 = 0，
即𝑑 ≡ 𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 )。



• 例计算223456 𝑚𝑜𝑑 7

解：由于𝑜𝑟𝑑7 2 = 3，且23456 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3)，因此
223456 ≡ 22 ≡ 4 𝑚𝑜𝑑 7 。



• 定理4.1.6 设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1, 𝑑为非负整数，则

𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑑 =
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎

(𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑑)
。



• 定理4.1.6 设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1, 𝑑为非负整数，则

𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑑 =
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎

(𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑑)
。

证明：因为𝑎𝑑∙𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑑 = (𝑎𝑑)𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑑 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)，由定理

4.1.1，我们有𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 |𝑑 ∙ 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑑 ，因此
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎

(𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑑)
|

𝑑

(𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑑)
∙ 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑑 ，所以

𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎

(𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑑)
|𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑑 。

另一方面因为(𝑎𝑑)
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎

(𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑑)= 𝑎
𝑑∙

𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎

(𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑑) =

𝑎
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ∙

𝑑

(𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑑) = (𝑎𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 )
𝑑

(𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑑)≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)，由定理

4.1.1可知𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑑 |
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎

(𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑑)
，因此𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑑 =

𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎

(𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑑)
。



• 例由前例，模11的次数如下表所示，则𝑜𝑟𝑑11 4 =

𝑜𝑟𝑑11 22 =
𝑜𝑟𝑑11 2

(𝑜𝑟𝑑11 2 ,2)
=

10

(10,2)
= 5，𝑜𝑟𝑑11 3 =

𝑜𝑟𝑑11 25 = 𝑜𝑟𝑑11 52 =
𝑜𝑟𝑑11 5

(𝑜𝑟𝑑11 5 ,2)
=

5

(5,2)
=5。



• 推论设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1，𝑑为非负整数，𝑎为模𝑚的原根，
则𝑎𝑑为模𝑚的原根的充要条件是(𝜑 𝑚 , 𝑑)=1。



• 推论设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1，𝑑为非负整数，𝑎为模𝑚的原根，
则𝑎𝑑为模𝑚的原根的充要条件是(𝜑 𝑚 , 𝑑)=1。

证明，由定理4.1.6可知𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑑 =
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎

(𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑑)
=

𝜑 𝑚

(𝜑 𝑚 ,𝑑)
，而

𝑎𝑑为模𝑚的原根，即𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑑 = 𝜑 𝑚 当且仅当(𝜑 𝑚 , 𝑑)=1。



• 定理4.1.7 设𝑚, 𝑒 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1且模𝑚有原根𝑎，则模𝑚的简化
剩余系中次数为𝑒的共有𝜑(𝑒)个。特别的，共有𝜑(𝜑 𝑚 )个
模𝑚的原根。



• 定理4.1.7 设𝑚, 𝑒 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1且模𝑚有原根𝑎，则模𝑚的简化
剩余系中次数为𝑒的共有𝜑(𝑒)个。特别的，共有𝜑(𝜑 𝑚 )个
模𝑚的原根。

证明：对任意𝑏属于模𝑚的简化剩余系，设𝑏的次数为𝑒，由定

理4.1.4可知𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝜑 𝑚 构成一个模𝑚的简化剩余系，因此存
在整数𝑑, 1 ≤ 𝑑 ≤ 𝜑(𝑚)，使得 𝑏 ≡ 𝑎𝑑 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)，所以由定理

4.1.6，𝑒 = 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 = 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑑 =
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎

(𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑑)
=

𝜑 𝑚

(𝜑 𝑚 ,𝑑)
， 即

𝜑 𝑚 , 𝑑 =
𝜑 𝑚

𝑒
，令𝑑′ = 𝑑 ∙

𝑒

𝜑 𝑚
∈ 𝑍，显然1 ≤ 𝑑′ ≤ 𝑒，且

𝑒, 𝑑′ =
𝜑 𝑚

(𝜑 𝑚 ,𝑑)
,

𝑑

(𝜑 𝑚 ,𝑑)
= 1，易知共有𝜑(𝑒)个这样的𝑑′，故

1,… , 𝜑(𝑚)中共有𝜑(𝑒)个𝑑满足 𝑒,
𝑑

(𝜑 𝑚 ,𝑑)
= 1，即共有𝜑(𝑒)个

模𝑚的简化剩余系中次数为𝑒的数。特别的，令𝑒 = 𝜑 𝑚 ，则
共有𝜑(𝜑 𝑚 )个模𝑚的原根。



• 例求模17的所有原根。



• 例求模17的所有原根。

解：由前例知5是模17的一个原根，又因为𝜑 17 = 16，因
此51, 53, 55, 57, 59, 511, 513, 515是模17的所有原根，查表可知
5,6,14,10,12,11,3,7为模17的所有原根。

𝑘 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

5𝑘 5 8 6 13 14 2 10 16 12 9 11 4 3 15 7 1



• 定理4.1.8 设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1，𝜑(𝑚)的标准分

解式为𝜑 𝑚 = 𝑝1
𝛼1𝑝2

𝛼2 ⋯𝑝𝑠
𝛼𝑠，则𝑎是模𝑚的原根当且仅当

𝑎
𝜑(𝑚)
𝑝𝑖 ≢ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑚 𝑖 = 1,2,… , 𝑠



• 定理4.1.8 设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1，𝜑(𝑚)的标准分

解式为𝜑 𝑚 = 𝑝1
𝛼1𝑝2

𝛼2 ⋯𝑝𝑠
𝛼𝑠，则𝑎是模𝑚的原根当且仅当

𝑎
𝜑(𝑚)
𝑝𝑖 ≢ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑚 𝑖 = 1,2,… , 𝑠

证明：先证必要性，因为𝑎是模𝑚的一个原根，所以

𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 = 𝜑(𝑚)，又对任意𝑖 = 1,2,… , 𝑠，显然有0 <
𝜑(𝑚)

𝑝𝑖
<

𝜑(𝑚)，由𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 定义知𝑎
𝜑(𝑚)

𝑝𝑖 ≢ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑚 。



再证充分性，用反证法，设𝑎不是模𝑚的原根，设𝑎模𝑚的次

数为𝑒 < 𝜑(𝑚)，由定理4.1.1得𝑒|𝜑(𝑚)，因此
𝜑(𝑚)

𝑒
> 1且为整

数，所以存在整数1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠，使得𝑝𝑗|
𝜑(𝑚)

𝑒
，因此存在整数𝑞，

使得
𝜑(𝑚)

𝑒
= 𝑞 ∙ 𝑝𝑗，所以

𝜑(𝑚)

𝑝𝑗
= 𝑞𝑒，此时有𝑎

𝜑(𝑚)

𝑝𝑗 = 𝑎𝑞𝑒 =

(𝑎𝑒)𝑞≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)，与假设矛盾。



• 由定理4.1.8和定理4.1.6推论可求模𝑚的所有原根.



• 由定理4.1.8和定理4.1.6推论可求模𝑚的所有原根.

• 例求模41的所有原根。



• 由定理4.1.8和定理4.1.6推论可求模𝑚的所有原根.

• 例求模41的所有原根。

解1：𝜑 41 = 40 = 23 ∙ 5，因此对𝑎 = 2,3,…，逐个检验𝑎8, 𝑎20是
否与1模41同余：28 ≡ 10, 220 ≡ 1, 38 ≡ 1, 48 ≡ 18, 420 ≡ 1, 58 ≡
18, 520 ≡ 1, 68 ≡ 10, 620 ≡ 40，因此6是模41的一个原根，当𝑑遍
历模𝜑 41 = 40的简化剩余系时，6𝑑遍历模41的所有原根，共

𝜑 𝜑 41 = 16个：

61 ≡ 6, 63 ≡ 11, 67 ≡ 29, 69 ≡ 19, 611 ≡ 28, 613 ≡ 24, 617 ≡ 26, 
619 ≡ 34, 621 ≡ 35, 623 ≡ 30, 627 ≡ 12, 629 ≡ 22, 631 ≡ 13,

633 ≡ 17, 637 ≡ 15, 639 ≡ 7 𝑚𝑜𝑑 41 .



• 定理4.1.9 设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1， 𝑎不是模𝑚的原
根，设𝑎模𝑚的次数为𝑑，则𝑎𝑘不是模𝑚的原根，其中𝑘 =
1,2,… , 𝑑。



• 定理4.1.9 设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 1， 𝑎不是模𝑚的原
根，设𝑎模𝑚的次数为𝑑，则𝑎𝑘不是模𝑚的原根，其中𝑘 =
1,2,… , 𝑑。

证明：因为𝑎不是模𝑚的原根，所以𝑑 < 𝜑(𝑚)，由定理4.1.6可

知𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑘 =
𝑑

(𝑘,𝑑)
≤ 𝑑 < 𝜑(𝑚)，因此𝑎𝑘不是模𝑚的原根。



• 由定理4.1.9可得求模𝑚的所有原根的另一种方法。

• 例求模41的所有原根。



• 由定理4.1.9可得求模𝑚的所有原根的另一种方法。

• 例求模41的所有原根。

解2：列出1,2,… , 𝜑 41 = 40这𝜑 41 个数，再对𝑎 = 2,3,…，
依次计算其模41的次数，因为𝑜𝑟𝑑41 2 =20，从上述数列中
删去2𝑘 (𝑚𝑜𝑑 41), 𝑘 = 1,2,… , 20这20个数，计算可得它们是
2,4,8,16,32,23,5, 10,20,40,39,37,33,25,9,18,36,31,21,1；再求
得𝑜𝑟𝑑41 3 = 8，再删去3𝑘 (𝑚𝑜𝑑 41), 𝑘 = 1,2,… , 8这8个数，
它们分别是3,9,27,40,38,32,14,1；这时数列中还剩6,7,11,12, 
13,15,17,19,22,24,26,28,29,30,34,35这16个数，因为
𝑜𝑟𝑑41 6 = 40 = 𝜑 41 ，所以6是模41的一个原根，又因为

𝜑 𝜑 41 = 16，所以这16个数是模41的所有原根。



• 定理4.1.10 设𝑚, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 𝑏,𝑚 = 1， 则
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 = 1当且仅当𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑏 =

𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 。



• 定理4.1.10 设𝑚, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍+, 𝑚 > 1, 𝑎,𝑚 = 𝑏,𝑚 = 1， 则
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 = 1当且仅当𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑏 =

𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 。

证明：先证必要性，𝑎𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑏 = (𝑎𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 )𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑏 ∙

1 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑏 = 𝑎𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑏
∙ 𝑏𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑏

=

𝑎𝑏𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑏
= 𝑎𝑏𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑏 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏

≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)，因

此𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 |𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑏 ， 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 = 1，所

以𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 |𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑏 。同理可知𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 |𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑏 ，又因为
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 = 1，故𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 |𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑏 。



另一方面，𝑎𝑏𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 = 𝑎𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏
∙

𝑏𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎
≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)，因此

𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑏 |𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 ，故有𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑏 =
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 ，必要性得证。

再证充分性，𝑎𝑏[𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 ] = 𝑎[𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 ] ∙

𝑏 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)，因此
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑏 |[𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 ]，又因为𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑏 =
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 ，故𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 | 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 ，
但我们知道𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 = 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 ∙
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 ，所以有 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 = 1，定理得

证。



例求模71的一个原根。



例求模71的一个原根。

解：计算2模71的指数为𝑜𝑟𝑑71 2 = 35，且显然有
𝑜𝑟𝑑71 −1 = 2，因为 2,35 = 1，所以𝑜𝑟𝑑71 −2 =
𝑜𝑟𝑑71 −1 ∙ 𝑜𝑟𝑑71 2 = 2 ∙ 35 = 70 = 𝜑(71)，因此−2是模71
的一个原根。



例求模71的一个原根。

解：计算2模71的指数为𝑜𝑟𝑑71 2 = 35，且显然有
𝑜𝑟𝑑71 −1 = 2，因为 2,35 = 1，所以𝑜𝑟𝑑71 −2 =
𝑜𝑟𝑑71 −1 ∙ 𝑜𝑟𝑑71 2 = 2 ∙ 35 = 70 = 𝜑(71)，因此−2是模71
的一个原根。

验算：计算(−2)10, (−2)14, (−2)35≡ 30,54,−1 (𝑚𝑜𝑑 71)，因
此−2是模71的一个原根。



• 定理4.1.11 设𝑚, 𝑛, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚, 𝑛 > 1, 𝑎,𝑚 = 1， 则

(𝑖)若𝑚|𝑛，那么𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 |𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎

(𝑖𝑖)若 𝑚, 𝑛 = 1，那么𝑜𝑟𝑑𝑚𝑛 𝑎 = [𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 ]



• 定理4.1.11 设𝑚, 𝑛, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑚, 𝑛 > 1, 𝑎,𝑚 = 1， 则

(𝑖)若𝑚|𝑛，那么𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 |𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎

(𝑖𝑖)若 𝑚, 𝑛 = 1，那么𝑜𝑟𝑑𝑚𝑛 𝑎 = [𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 ]

证明： (𝑖)因为𝑎𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，所以𝑛|(𝑎𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 − 1)，

又因为𝑚|𝑛，因此𝑚|(𝑎𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 − 1)，即𝑎𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)，
所以𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 |𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 。



(𝑖𝑖)显然𝑎[𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 ] ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚), 𝑎[𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 ] ≡

1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，因此𝑚|(𝑎 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 − 1),

𝑛|(𝑎 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 − 1)，又因为 𝑚, 𝑛 = 1，所以

𝑚𝑛|(𝑎 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 − 1)，即𝑎[𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 ] ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚𝑛)，
所以𝑜𝑟𝑑𝑚𝑛 𝑎 |[𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 ]。

另一方面，因为𝑎𝑜𝑟𝑑𝑚𝑛 𝑎 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚𝑛)，所以有𝑎𝑜𝑟𝑑𝑚𝑛 𝑎 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 𝑚 , 𝑎𝑜𝑟𝑑𝑚𝑛 𝑎 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，所以𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 |𝑜𝑟𝑑𝑚𝑛 𝑎 ,
𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 |𝑜𝑟𝑑𝑚𝑛 𝑎 ，因此[𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 ]|𝑜𝑟𝑑𝑚𝑛 𝑎 ，所以
有𝑜𝑟𝑑𝑚𝑛 𝑎 = [𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 ]。



例求𝑜𝑟𝑑28 3



例求𝑜𝑟𝑑28 3

解1：因为𝜑 28 = 12，因此令𝑛 = 1,2,3,4,6,12，分别计算
3𝑛 (𝑚𝑜𝑑 28)，第一个满足式(4.1)的𝑛 = 6，即为所求。



例求𝑜𝑟𝑑28 3

解1：因为𝜑 28 = 12，因此令𝑛 = 1,2,3,4,6,12，分别计算
3𝑛 (𝑚𝑜𝑑 28)，第一个满足式(4.1)的𝑛 = 6，即为所求。

解2：易求𝑜𝑟𝑑4 3 = 2, 𝑜𝑟𝑑7 3 = 6，因此由定理4.1.11可知
𝑜𝑟𝑑28 3 = 𝑜𝑟𝑑4 3 , 𝑜𝑟𝑑7 3 = 6。



• 推论设𝑝, 𝑞是不相同的素数，𝑎是正整数，则𝑜𝑟𝑑𝑝𝑞 𝑎 =

[𝑜𝑟𝑑𝑝 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑞 𝑎 ]。



例设𝑝, 𝑞是不相同的素数，𝑎, 𝑒 ∈ 𝑍+, 𝑛 = 𝑝𝑞， 𝑎, 𝑛 = 1,1 ≤

𝑒 < 𝜑 𝑛 , 𝑒, 𝜑 𝑛 = 1，则存在𝑑 ∈ 𝑍, 1 ≤ 𝑑 < 𝑜𝑟𝑑𝑛(𝑎)，使得

𝑒𝑑 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 )。而且若令𝑐 = 𝑎𝑒 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，有𝑐𝑑 ≡
𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)。



例设𝑝, 𝑞是不相同的素数，𝑎, 𝑒 ∈ 𝑍+, 𝑛 = 𝑝𝑞， 𝑎, 𝑛 = 1,1 ≤

𝑒 < 𝜑 𝑛 , 𝑒, 𝜑 𝑛 = 1，则存在𝑑 ∈ 𝑍, 1 ≤ 𝑑 < 𝑜𝑟𝑑𝑛(𝑎)，使得

𝑒𝑑 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 )。而且若令𝑐 = 𝑎𝑒 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，有𝑐𝑑 ≡
𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)。

证明：因为 𝑎, 𝑛 = 1，所以𝑎𝜑 𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，因此

𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 |𝜑 𝑛 ，又因为 𝑒, 𝜑 𝑛 = 1，所以 𝑒, 𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 = 1，

故由辗转相除法，存在𝑑, 𝑠 ∈ 𝑍, 1 ≤ 𝑑 < 𝑜𝑟𝑑𝑛(𝑎)，使得𝑒𝑑 +
𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 ∙ 𝑠 = 1，即𝑒𝑑 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 )。

因为𝑎𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，所以𝑎−𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 ∙𝑠 = (𝑎𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 )−𝑠≡

1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，此时𝑐𝑑 = 𝑎𝑒𝑑 = 𝑎1−𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 ∙𝑠 = 𝑎 ∙ 𝑎−𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 ∙𝑠 ≡
𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)。



• 推论设𝑚, 𝑎 ∈ 𝑍+, 𝑎,𝑚 = 1，𝑚的标准分解式为𝑚 =

𝑝1
𝛼1𝑝2

𝛼2 ⋯𝑝𝑠
𝛼𝑠，则𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 =

[𝑜𝑟𝑑𝑝1
𝛼1 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑝2

𝛼2 𝑎 ,… , 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑠
𝛼𝑠 𝑎 ]。



• 定理4.1.12 设𝑚, 𝑛 ∈ 𝑍+, 𝑚, 𝑛 = 1，则对与𝑚𝑛互素的整数
𝑎1, 𝑎2，都存在整数𝑎，使得𝑜𝑟𝑑𝑚𝑛 𝑎 =
[𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎1 , 𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎2 ]。



• 定理4.1.12 设𝑚, 𝑛 ∈ 𝑍+, 𝑚, 𝑛 = 1，则对与𝑚𝑛互素的整数
𝑎1, 𝑎2，都存在整数𝑎，使得𝑜𝑟𝑑𝑚𝑛 𝑎 =
[𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎1 , 𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎2 ]。

证明：考虑同余式组ቊ
𝑥 ≡ 𝑎1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)
𝑥 ≡ 𝑎2 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)

，因为 𝑚, 𝑛 = 1，由孙

子定理可知它有唯一解，令其为𝑥 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑚𝑛)，则由阶的
性质可知𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎1 = 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎2 = 𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 ，且由定
理4.1.11可知𝑜𝑟𝑑𝑚𝑛 𝑎 = 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎 =
[𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎1 , 𝑜𝑟𝑑𝑛 𝑎2 ]。



• 定理4.1.13 设𝑚, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍+, 𝑎,𝑚 = 𝑏,𝑚 = 1，则存在𝑐 ∈
𝑍+，使得𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑐 = [𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 ]。



• 定理4.1.13 设𝑚, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍+, 𝑎,𝑚 = 𝑏,𝑚 = 1，则存在𝑐 ∈
𝑍+，使得𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑐 = [𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 ]。

证明：设𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 = 𝑝1
𝛼1𝑝2

𝛼2 ⋯𝑝𝑛
𝛼𝑛 , 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 = 𝑝1

𝛽1𝑝2
𝛽2 ⋯𝑝𝑛

𝛽𝑛，

其中𝛼𝑖 ≥ 𝛽𝑖 ≥ 0 𝑖 = 1,2,… , 𝑙 , 𝛽𝑖 > 𝛼𝑖 ≥ 0 (𝑖 = 𝑙 + 1, 𝑙 +

2,… , 𝑛)，令𝑢 = 𝑝1
𝛼1𝑝2

𝛼2 ⋯𝑝𝑙
𝛼𝑙 ∈ 𝑍+, 𝑣 = 𝑝𝑙+1

𝛽𝑙+1𝑝𝑙+2
𝛽𝑙+2 ⋯𝑝𝑛

𝛽𝑛 ∈ 𝑍+，

则 𝑢, 𝑣 = 1, 𝑢 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑣 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 , 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 = 𝑢𝑣 ，

再令𝑠 =
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎

𝑢
∈ 𝑍+, 𝑡 =

𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏

𝑣
∈ 𝑍+, 𝑐 = 𝑎𝑠𝑏𝑡 ∈ 𝑍+，则由

定理4.1.6可知𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑠 =
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎

(𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 ,𝑠)
=

𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎

𝑠
= 𝑢，同理可知

𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏𝑡 = 𝑣，再由定理4.1.10，因为 𝑢, 𝑣 = 1，因此
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑐 = 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑠𝑏𝑡 = 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎𝑠 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏𝑡 = 𝑢𝑣 =
𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 , 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑏 。



§4.2 原根存在的条件

• 定理4.2.1 设𝑚 ∈ 𝑍+，则模𝑚有原根当且仅当𝑚 = 2,4, 𝑝𝛼, 2𝑝𝛼，
其中𝑝为奇素数，𝛼 ∈ 𝑍+。



§4.2 原根存在的条件

• 定理4.2.1 设𝑚 ∈ 𝑍+，则模𝑚有原根当且仅当𝑚 = 2,4, 𝑝𝛼, 2𝑝𝛼，
其中𝑝为奇素数，𝛼 ∈ 𝑍+。

• 例 1是模2的原根，3是模4的原根，5是模6的原根，2是模9的
原根。



§4.2 原根存在的条件

• 定理4.2.1 设𝑚 ∈ 𝑍+，则模𝑚有原根当且仅当𝑚 = 2,4, 𝑝𝛼, 2𝑝𝛼，
其中𝑝为奇素数，𝛼 ∈ 𝑍+。

• 例 1是模2的原根，3是模4的原根，3是模5的原根，2是模9的
原根。

• 例模8无原根，模15无原根。



• 定理4.2.2 设𝑝为奇素数，则存在模𝑝的原根。



• 定理4.2.2 设𝑝为奇素数，则存在模𝑝的原根。

证明：令𝑒 = [𝑜𝑟𝑑𝑝 1 , 𝑜𝑟𝑑𝑝 2 ,… , 𝑜𝑟𝑑𝑝 𝑝 − 1 ]，则由定理

4.1.13，存在𝑔 ∈ 𝑍+，使得𝑜𝑟𝑑𝑝 𝑔 = 𝑒，由定理4.1.1推论可知

𝑒|𝜑(𝑝)。另一方面，对𝑎 = 1,2,… , 𝑝 − 1，都有𝑎𝑒 =

𝑎[𝑜𝑟𝑑𝑝 1 ,𝑜𝑟𝑑𝑝 2 ,…,𝑜𝑟𝑑𝑝 𝑝−1 ] = (𝑎𝑜𝑟𝑑𝑝 𝑎 )𝑘𝑎≡ 1𝑘𝑎 = 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)，其

中𝑘𝑎 =
[𝑜𝑟𝑑𝑝 1 ,𝑜𝑟𝑑𝑝 2 ,…,𝑜𝑟𝑑𝑝 𝑝−1 ]

𝑜𝑟𝑑𝑝 𝑎
∈ 𝑍+，因此同余式𝑥𝑒 ≡

1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝 )至少有𝑝 − 1个解，因此𝑒 ≥ 𝑝 − 1 = 𝜑(𝑝)，故𝑒 = 𝑝 −
1，即𝑔为模𝑝的原根。



• 定理4.2.3 设𝑝为奇素数，𝑔为模𝑝的原根，则𝑔和(𝑔 + 𝑝)中必有
一个是模𝑝2的原根。



• 定理4.2.3 设𝑝为奇素数，𝑔为模𝑝的原根，则𝑔和(𝑔 + 𝑝)中必有
一个是模𝑝2的原根。

证明：显然 𝑜𝑟𝑑𝑝 𝑔 + 𝑝 = 𝑜𝑟𝑑𝑝 𝑔 = 𝑝 − 1 ，因此由定理4.1.11，

有 (𝑝 − 1)|𝑜𝑟𝑑𝑝2 𝑔 ，又因为𝑜𝑟𝑑𝑝2 𝑔 |𝜑 𝑝2 = 𝑝(𝑝 − 1)，因此

𝑜𝑟𝑑𝑝2 𝑔 = 𝑝 − 1或𝑝(𝑝 − 1)，同理可知𝑜𝑟𝑑𝑝2 𝑔 + 𝑝 = 𝑝 −

1或𝑝(𝑝 − 1)。若𝑜𝑟𝑑𝑝2 𝑔 = 𝑝(𝑝 − 1)，则𝑔即为模𝑝2的原根。若

𝑜𝑟𝑑𝑝2 𝑔 ≠ 𝑝(𝑝 − 1)，则有𝑜𝑟𝑑𝑝2 𝑔 = 𝑝 − 1，因此𝑔𝑝−1 ≡

1 𝑚𝑜𝑑 𝑝2 ，由于 𝑔, 𝑝 = 1，此时(𝑔 + 𝑝)𝑝−1≡ 𝑔𝑝−1 +
𝑝 − 1 𝑝𝑔𝑝−2 ≡ 1 − 𝑝𝑔𝑝−2 ≢ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝2)，即𝑜𝑟𝑑𝑝2 𝑔 + 𝑝 ≠ 𝑝 −

1，所以𝑜𝑟𝑑𝑝2 𝑔 + 𝑝 = 𝑝(𝑝 − 1)，即(𝑔 + 𝑝)是模𝑝2的原根。



• 例求模1681的所有原根。



• 例求模1681的所有原根。

解：因为1681 = 412，再由前例知6是模41的一个原根，则由
定理4.2.3可知6或者6 + 41 = 47中满足𝑥40 ≢ 1 (𝑚𝑜𝑑 412)的
是模412的原根，易求640 ≡ 143 ≢ 1 𝑚𝑜𝑑 412 , 4740 ≡
1518 ≢ 1 𝑚𝑜𝑑 412 ，因此6和47都是模1681的原根。

当𝑑遍历模𝜑 1681 的简化剩余系时，6𝑑遍历模1681的所有原
根，共𝜑 𝜑 1681 = 640个。



• 定理4.2.4 设𝑝为奇素数，𝛼 ≥ 2，𝑔为模𝑝2的原根，则𝑔是模𝑝𝛼

的原根。



• 定理4.2.4 设𝑝为奇素数，𝛼 ≥ 2，𝑔为模𝑝2的原根，则𝑔是模𝑝𝛼

的原根。

证明：首先我们证明对𝛼 ≥ 2，都存在𝑢𝛼 ∈ 𝑍, 𝑝 ∤ 𝑢𝛼，使得

𝑔𝑝
𝛼−2 𝑝−1 = 𝑢𝛼𝑝

𝛼−1 + 1。事实上，当𝛼 = 2时，由定理4.2.3证明
可知𝑔𝑝−1 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑝 且𝑔𝑝−1 ≢ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑝2 ，结论成立。设当

𝛼 = 𝑘 ≥ 2时，结论成立，即𝑔𝑝
𝑘−2 𝑝−1 = 𝑢𝑘𝑝

𝑘−1 + 1且𝑝 ∤ 𝑢𝑘 ，
两边取𝑝次方得

𝑔𝑝
𝑘−1 𝑝−1 = 1 + 𝑢𝑘𝑝

𝑘 + 𝑢𝑝𝑘+1 (∗)

其中𝑢 ∈ 𝑍，令𝑢𝑘+1 = 𝑢𝑘 + 𝑢𝑝，则有𝑔𝑝
𝑘−1 𝑝−1 = 1 + 𝑢𝑘+1𝑝

𝑘且
𝑝 ∤ 𝑢𝑘+1，结论成立。



设𝑜𝑟𝑑𝑝𝛼 𝑔 = 𝑑，则有𝑑|𝜑 𝑝𝛼 = 𝑝𝛼−1(𝑝 − 1)且𝑔𝑑 ≡

1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝𝛼)，因此𝑔𝑑 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝2)，所以𝑝 𝑝 − 1 = 𝑜𝑟𝑑𝑝2 𝑔 |𝑑，

所以存在𝑟 ∈ 𝑍, 2 ≤ 𝑟 ≤ 𝛼，使得𝑑 = 𝑝𝑟−1(𝑝 − 1)，由(*)式可知，

𝑢𝑟+1𝑝
𝑟 + 1 = 𝑔𝑝

𝑟−1 𝑝−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝𝛼)，其中𝑢𝑟+1 ∈ 𝑍, 𝑝 ∤ 𝑢𝑟+1，
即𝑢𝑟+1𝑝

𝑟 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑝𝛼)，又因为𝑝 ∤ 𝑢𝑟+1，因此𝑟 ≥ 𝛼，故𝑟 = 𝛼，
即𝑔是模𝑝𝛼的原根。



• 例求模2825761的一个原根。



• 例求模2825761的一个原根。

解：因为2825761 = 414，且由前例知6和47都是模412的原
根，则由定理4.2.4可知，它们也都是模414的原根，即6和47
都是模2825761的原根。



• 定理4.2.5 设𝑝为奇素数，𝛼 ≥ 2，𝑔为模𝑝𝛼的原根，则𝑔和
(𝑔 + 𝑝𝛼)中必有一个是模2𝑝𝛼的原根。



• 定理4.2.5 设𝑝为奇素数，𝛼 ≥ 2，𝑔为模𝑝𝛼的原根，则𝑔和
(𝑔 + 𝑝𝛼)中必有一个是模2𝑝𝛼的原根。

证明：因为𝑝为奇素数，所以𝑔和(𝑔 + 𝑝𝛼)中有且仅有一个奇数，
令其为𝑎，由于𝑔为模𝑝𝛼的原根，故 𝑔, 𝑝 = 1且𝑜𝑟𝑑𝑝𝛼 𝑔 =

𝑜𝑟𝑑𝑝𝛼 𝑔 + 𝑝𝛼 = 𝑑 = 𝜑 𝑝𝛼 ，因此𝑜𝑟𝑑𝑝𝛼 𝑎 = 𝑑，又因为𝑎是

奇数，所以 𝑎, 2𝑝𝛼 = 1，由定理4.1.11可知𝑑 =
𝑜𝑟𝑑𝑝𝛼 𝑎 |𝑜𝑟𝑑2𝑝𝛼 𝑎 ，又因为𝑜𝑟𝑑2𝑝𝛼 𝑎 |𝜑 2𝑝𝛼 =

𝜑 2 𝜑 𝑝𝛼 = 𝑑，因此𝑜𝑟𝑑2𝑝𝛼 𝑎 = 𝑑，即𝑎是模2𝑝𝛼的原根。



• 例求模5651522的一个原根。



• 例求模5651522的一个原根。

解：因为5651522 = 2 ∙ 414，由前例知6和47都是模414的原
根，则由定理4.2.5可知，47和6 + 414 = 2825767都是模
5651522的原根。



• 定理4.2.6 设𝑎为奇数，𝛼 ≥ 3，则𝑎
𝜑(2𝛼)

2 = 𝑎2
𝛼−2

≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2𝛼)。



• 定理4.2.6 设𝑎为奇数，𝛼 ≥ 3，则𝑎
𝜑(2𝛼)

2 = 𝑎2
𝛼−2

≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2𝛼)。

证明：用数学归纳法。当𝛼 = 3时，因为𝑎为奇数，则存在整数𝑘，

使得𝑎 = 2𝑘 + 1，所以𝑎2
𝛼−2

= 𝑎2 = (2𝑘 + 1)2= 4𝑘 𝑘 + 1 + 1 ≡

1 (𝑚𝑜𝑑 23)。设当𝛼 = 𝑠 ≥ 3时，结论成立，即𝑎2
𝑠−2

≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2𝑠)，

则存在整数𝑢𝑠，使得𝑎2
𝑠−2

= 1 + 𝑢𝑠 ∙ 2
𝑠，当𝛼 = 𝑠 + 1时，𝑎2

𝑠−1
=

(𝑎2
𝑠−2

)2= (1 + 𝑢𝑠 ∙ 2
𝑠) 2= 1 + 𝑢𝑠 ∙ 2

𝑠+1 + 22𝑠 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2𝑠+1)，结
论成立。



定理4.2.1的证明：先证充分性，由定理4.2.2-4.2.5可知，𝑚 =
𝑝𝛼, 2𝑝𝛼, 𝛼 ≥ 1时，存在模𝑚的原根，再由前例知，1是模2的原
根，3是模4的原根，故当𝑚 = 2,4, 𝑝𝛼 , 2𝑝𝛼，存在模𝑚的原根。

再证必要性，设𝑚的标准分解式为𝑚 = 2𝛼𝑝1
𝛼1𝑝2

𝛼2 ⋯𝑝𝑠
𝛼𝑠，其中

𝑠, 𝛼 ≥ 0, 𝛼1, 𝛼2… , 𝛼𝑠 ≥ 1，对任意与𝑚互素的整数𝑎，由欧拉定

理可知𝑎𝜑(𝑝𝑖
𝛼𝑖) ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑖

𝛼𝑖 ，其中𝑖 = 1,2,… , 𝑠，且𝑎𝜑(2) ≡

1 𝑚𝑜𝑑 2 , 𝑎𝜑(4) ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 4 ，再由定理4.2.6知，当𝛼 ≥ 3时，

𝑎
𝜑(2𝛼)

2 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2𝛼)，令𝜏 = ቐ
𝜑(2𝛼) 𝛼 = 1,2
𝜑(2𝛼)

2
𝛼 ≥ 3

，则有𝑎𝜏 ≡

1 (𝑚𝑜𝑑 2𝛼)，



令𝑒 = [𝜏, 𝜑 𝑝1
𝛼1 , 𝜑 𝑝2

𝛼2 , … , 𝜑(𝑝𝑠
𝛼𝑠)]，则显然有

𝑎𝑒 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2𝛼)

𝑎𝑒 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝1
𝛼1)

𝑎𝑒 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝2
𝛼2)

⋮
𝑎𝑒 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑠

𝛼𝑠)

因此𝑎𝑒 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)，所以有𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 |𝑒，因为存在模𝑚的原根，
故必存在 𝑎使得 𝑜𝑟𝑑𝑚 𝑎 = 𝜑 𝑚 = 𝜑(2𝛼)𝜑(𝑝1

𝛼1)𝜑(𝑝2
𝛼2)⋯𝜑(𝑝𝑠

𝛼𝑠)，

所以𝜏, 𝜑 𝑝1
𝛼1 , 𝜑 𝑝2

𝛼2 , … , 𝜑(𝑝𝑠
𝛼𝑠)两两互素且𝜏 = 𝜑(2𝛼)，由𝜏 =

𝜑(2𝛼)可知𝛼 ≤ 2，另一方面，若𝑠 ≥ 2，因为2|𝜑 𝑝1
𝛼1 , 2|𝜑 𝑝2

𝛼2 ，

所以𝜑 𝑝1
𝛼1 , 𝜑 𝑝2

𝛼2 不互素，故𝑠 ≤ 1，当𝑠 = 1, 𝛼 = 2时，因为

2 𝜑 𝑝1
𝛼1 , 2 𝜑 2𝛼 = 2，因此𝜑 𝑝1

𝛼1 , 𝜑 2𝛼 不互素，故𝑚只可能有

21, 22, 20 ∙ 𝑝1
𝛼1 , 21 ∙ 𝑝1

𝛼1这4种情形，必要性得证。


