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主要内容

• 抽象代数



主要内容

• 抽象代数

－群论

－环

－域

－多项式环

－椭圆曲线



• 教材：《信息安全数学基础》陈恭亮著

• 参考书目：
《近世代数引论》（第二版），冯克勤、章璞著

《离散数学》，董晓蕾、曹珍富著



• 教材：《信息安全数学基础》陈恭亮著

• 参考书目：
《近世代数引论》（第二版），冯克勤、章璞著

《离散数学》，董晓蕾、曹珍富著

• 考核方式
平时成绩50%，期末考试50%



网络安全数学基础

第六章群



• 整数集合𝑍是一个带加法、减法、乘法、除法的集合，但
它仅对加法、减法和乘法封闭。

• 𝑛阶方阵集合{𝐴𝑛}是一个带加法和乘法的集合，且对加法
和乘法都封闭。

• 近世代数（抽象代数）的研究对象为代数集合，即带运算
的非空集合。



无零因子环
环

域 阿贝尔群 群 半群

整环
交换环 含幺环



§6.1 半群

• 定义6.1.1 若干个（有限或无限）事物的全体称为集合；
这些事物称为这个集合的元素。



§6.1 半群

• 定义6.1.1 若干个（有限或无限）事物的全体称为集合；
这些事物称为这个集合的元素。

• 例 𝑍 = {0,±1,±2,… }是全体整数的集合



§6.1 半群

• 定义6.1.1 若干个（有限或无限）事物的全体称为集合；
这些事物称为这个集合的元素。

• 例 𝑍 = {0,±1,±2,… }是全体整数的集合

• 例 𝜙 = {}是一个不包含任何元素的集合，称为空集。



• 定义6.1.2 设𝐴, 𝐵是两个非空集合，如果存在一个法则𝑓，
对任意𝑎 ∈ 𝐴，都存在𝐵中唯一元素𝑏与之对应，那么𝑓称为
集合𝐴到𝐵的映射或函数，记作𝑓: 𝐴 → 𝐵，𝐴称为𝑓的定义
域，𝐵称为𝑓的值域，𝑏称为𝑎的像，𝑎称为𝑏的原像。



• 定义6.1.2 设𝐴, 𝐵是两个非空集合，如果存在一个法则𝑓，
对任意𝑎 ∈ 𝐴，都存在𝐵中唯一元素𝑏与之对应，那么𝑓称为
集合𝐴到𝐵的映射或函数，记作𝑓: 𝐴 → 𝐵，𝐴称为𝑓的定义
域，𝐵称为𝑓的值域，𝑏称为𝑎的像，𝑎称为𝑏的原像。

• 例函数𝑓 𝑥 = 2𝑥是一个从整数集𝑍到实数集𝑅的映射。



• 定义6.1.2 设𝐴, 𝐵是两个非空集合，如果存在一个法则𝑓，
对任意𝑎 ∈ 𝐴，都存在𝐵中唯一元素𝑏与之对应，那么𝑓称为
集合𝐴到𝐵的映射或函数，记作𝑓: 𝐴 → 𝐵，𝐴称为𝑓的定义
域，𝐵称为𝑓的值域，𝑏称为𝑎的像，𝑎称为𝑏的原像。

• 例函数𝑓 𝑥 = 2𝑥是一个从整数集𝑍到实数集𝑅的映射。

• 注意：上例中𝑓同时也是从整数集𝑍到有理数集𝑄的映射，
也是从整数集𝑍到偶数集2𝑍的映射。因为值域不一定等于
像集𝑓 𝐴 = {𝑓(𝑎)|𝑎 ∈ 𝐴}。



• 定义6.1.3 设𝑓是集合𝐴到𝐵的映射，则𝑓是集合𝐴到𝐵的单射，
如果对任意𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴， 𝑎1 ≠ 𝑎2，都有𝑓(𝑎1) ≠ 𝑓(𝑎2)。



• 定义6.1.3 设𝑓是集合𝐴到𝐵的映射，则𝑓是集合𝐴到𝐵的单射，
如果对任意𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴， 𝑎1 ≠ 𝑎2，都有𝑓(𝑎1) ≠ 𝑓(𝑎2)。

• 定义6.1.4 设𝑓是集合𝐴到𝐵的映射，则𝑓是集合𝐴到𝐵的满射，
如果对任意 𝑏 ∈ 𝐵，都存在𝑎 ∈ 𝐴，使得𝑓 𝑎 = 𝑏。



• 定义6.1.3 设𝑓是集合𝐴到𝐵的映射，则𝑓是集合𝐴到𝐵的单射，
如果对任意𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴， 𝑎1 ≠ 𝑎2，都有𝑓(𝑎1) ≠ 𝑓(𝑎2)。

• 定义6.1.4 设𝑓是集合𝐴到𝐵的映射，则𝑓是集合𝐴到𝐵的满射，
如果对任意 𝑏 ∈ 𝐵，都存在𝑎 ∈ 𝐴，使得𝑓 𝑎 = 𝑏。

• 定义6.1.5 映射𝑓称为双射，如果它既是单射又是满射。



• 例上例中𝑓是从𝑍到𝑅的单射，也是从𝑍到2𝑍的双射。



• 定义6.1.6 设𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛是𝑛个集合，则集合𝐴 =
{(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛)|𝑎1 ∈ 𝐴1, 𝑎2 ∈ 𝐴2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴𝑛}称为
𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛的笛卡尔积，记作𝐴1 × 𝐴2 ×⋯× 𝐴𝑛。



• 定义6.1.6 设𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛是𝑛个集合，则集合𝐴 =
{(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛)|𝑎1 ∈ 𝐴1, 𝑎2 ∈ 𝐴2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴𝑛}称为
𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛的笛卡尔积，记作𝐴1 × 𝐴2 ×⋯× 𝐴𝑛。

• 例复数𝐶可以看作𝑅上的二元组，即𝑅 × 𝑅，因为存在𝑅 ×
𝑅到𝐶的双射𝑓 𝑎, 𝑏 = 𝑎 + 𝑏𝑖。



• 定义6.1.7 如果𝑆是一个非空集合，那么𝑆 × 𝑆到𝑆的映射叫
做𝑆上的结合法或运算。一般我们将这个运算称为乘法，
记作𝑎 ∙ 𝑏或𝑎𝑏。而(𝑆,∙)称为一个带运算的集合或代数结构。



• 定义6.1.7 如果𝑆是一个非空集合，那么𝑆 × 𝑆到𝑆的映射叫
做𝑆上的结合法或运算。一般我们将这个运算称为乘法，
记作𝑎 ∙ 𝑏或𝑎𝑏。而(𝑆,∙)称为一个带运算的集合或代数结构。

• 注意：运算∙在𝑆上是封闭的，即任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆，都有𝑎 ∙ 𝑏 ∈
𝑆。



• 定义6.1.7 如果𝑆是一个非空集合，那么𝑆 × 𝑆到𝑆的映射叫
做𝑆上的结合法或运算。一般我们将这个运算称为乘法，
记作𝑎 ∙ 𝑏或𝑎𝑏。而(𝑆,∙)称为一个带运算的集合或代数结构。

• 注意：运算∙在𝑆上是封闭的，即任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆，都有𝑎 ∙ 𝑏 ∈
𝑆。

• 例算数加法是整数集𝑍上的运算，因为它是𝑆 × 𝑆到𝑆的映
射，我们仍然称其为乘法。



• 定义6.1.8 设(𝑆,∙)是一个代数结构，那么它是一个半群，
如果运算∙在𝑆上满足结合律，即任意𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆，都有
𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐)。



• 定义6.1.8 设(𝑆,∙)是一个代数结构，那么它是一个半群，
如果运算∙在𝑆上满足结合律，即任意𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆，都有
𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐)。

• 例设𝑆 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}，𝑆上的运算∙如下表所示，那么(𝑆,∙)是
一个半群。

∙ 𝑎 𝑏 𝑐

𝑎 𝑎 𝑏 𝑐

𝑏 𝑏 𝑐 𝑎

𝑐 𝑐 𝑎 𝑏



• 定义6.2.1 设(𝑆,∙)是一个代数结构，𝑒 ∈ 𝑆，那么𝑒是𝑆的左
单位元，如果对任意𝑎 ∈ 𝑆，都有𝑒 ∙ 𝑎 = 𝑎。

§6.2 群



• 定义6.2.1 设(𝑆,∙)是一个代数结构，𝑒 ∈ 𝑆，那么𝑒是𝑆的左
单位元，如果对任意𝑎 ∈ 𝑆，都有𝑒 ∙ 𝑎 = 𝑎。

• 定义6.2.2 设(𝑆,∙)是一个代数结构，𝑒 ∈ 𝑆，那么𝑒是𝑆的右
单位元，如果对任意𝑎 ∈ 𝑆，都有𝑎 ∙ 𝑒 = 𝑎。

§6.2 群



• 定义6.2.1 设(𝑆,∙)是一个代数结构，𝑒 ∈ 𝑆，那么𝑒是𝑆的左
单位元，如果对任意𝑎 ∈ 𝑆，都有𝑒 ∙ 𝑎 = 𝑎。

• 定义6.2.2 设(𝑆,∙)是一个代数结构，𝑒 ∈ 𝑆，那么𝑒是𝑆的右
单位元，如果对任意𝑎 ∈ 𝑆，都有𝑎 ∙ 𝑒 = 𝑎。

• 定义6.2.3 设 (𝑆,∙)是一个代数结构，称 𝑒 ∈ 𝑆是它的单位元，
如果𝑒既是𝑆的左单位元，又是𝑆的右单位元。

§6.2 群



• 例设𝑆 = 𝑍 × 𝑍，对任意 𝑎1, 𝑏1 , 𝑎2, 𝑏2 ∈ 𝑆，定义
𝑎1, 𝑏1 ∙ 𝑎2, 𝑏2 = 𝑎1 + 𝑎2, 𝑏2 ，则(0, 𝑏)都是(𝑆,∙)的左单
位元，其中𝑏 ∈ 𝑍。



• 定理6.2.1 设(𝑆,∙)是一个代数结构，如果它既有左单位元又
有右单位元，那么两者相等。



• 定理6.2.1 设(𝑆,∙)是一个代数结构，如果它既有左单位元又
有右单位元，那么两者相等。

证明：设𝑒1是(𝑆,∙)的左单位元， 𝑒2是(𝑆,∙)的右单位元，则
𝑒1 = 𝑒1𝑒2 = 𝑒2。



• 定理6.2.1 设(𝑆,∙)是一个代数结构，如果它既有左单位元又
有右单位元，那么两者相等。

证明：设𝑒1是(𝑆,∙)的左单位元， 𝑒2是(𝑆,∙)的右单位元，则
𝑒1 = 𝑒1𝑒2 = 𝑒2。

• 推论如果代数结构(𝑆,∙)有单位元，则其唯一。



• 定理6.2.1 设(𝑆,∙)是一个代数结构，如果它既有左单位元又
有右单位元，那么两者相等。

证明：设𝑒1是(𝑆,∙)的左单位元， 𝑒2是(𝑆,∙)的右单位元，则
𝑒1 = 𝑒1𝑒2 = 𝑒2。

• 推论如果代数结构(𝑆,∙)有单位元，则其唯一。

• 上例不可能有右单位元，因为它有多个左单位元。



• 定义6.2.4 设(𝑆,∙)是一个代数结构，𝑒为其单位元，𝑎 ∈ 𝑆，
那么𝑎′是𝑎的左逆元，如果𝑎′ ∙ 𝑎 = 𝑒。



• 定义6.2.4 设(𝑆,∙)是一个代数结构，𝑒为其单位元，𝑎 ∈ 𝑆，
那么𝑎′是𝑎的左逆元，如果𝑎′ ∙ 𝑎 = 𝑒。

• 定义6.2.5 设(𝑆,∙)是一个代数结构，𝑒为其单位元，𝑎 ∈ 𝑆，
那么𝑎′是𝑎的右逆元，如果𝑎 ∙ 𝑎′ = 𝑒。



• 定义6.2.4 设(𝑆,∙)是一个代数结构，𝑒为其单位元，𝑎 ∈ 𝑆，
那么𝑎′是𝑎的左逆元，如果𝑎′ ∙ 𝑎 = 𝑒。

• 定义6.2.5 设(𝑆,∙)是一个代数结构，𝑒为其单位元，𝑎 ∈ 𝑆，
那么𝑎′是𝑎的右逆元，如果𝑎 ∙ 𝑎′ = 𝑒。

• 定义6.2.6 设(𝑆,∙)是一个代数结构，𝑒为其单位元，𝑎 ∈ 𝑆，
那么𝑎′是𝑎的逆元或逆（记作𝑎−1），如果𝑎′既是𝑎的左逆
元，又是𝑎的右逆元。



• 定理6.2.2 设(𝑆,∙)是一个半群，𝑒为其单位元，𝑎 ∈ 𝑆，如果
𝑎既有左逆元又有右逆元，那么两者相等。



• 定理6.2.2 设(𝑆,∙)是一个半群，𝑒为其单位元，𝑎 ∈ 𝑆，如果
𝑎既有左逆元又有右逆元，那么两者相等。

证明：设𝑎′是𝑎的左逆元，𝑎′′是𝑎的右逆元，则𝑎′ = 𝑎′𝑒 =
𝑎′𝑎𝑎′′ = 𝑒𝑎′′ = 𝑎′′。



• 定理6.2.2 设(𝑆,∙)是一个半群，𝑒为其单位元，𝑎 ∈ 𝑆，如果
𝑎既有左逆元又有右逆元，那么两者相等。

证明：设𝑎′是𝑎的左逆元，𝑎′′是𝑎的右逆元，则𝑎′ = 𝑎′𝑒 =
𝑎′𝑎𝑎′′ = 𝑒𝑎′′ = 𝑎′′。

• 推论如果𝑎有逆，则其唯一。



• 定义6.2.7 称半群(𝑆,∙)是一个群，如果它有单位元，且对任
意𝑎 ∈ 𝐴，都存在它的逆𝑎−1 ∈ 𝑆。一般用(𝐺,∙)或𝐺表示一
个群，它的元素个数称为它的阶，记为|𝐺|。



• 定义6.2.7 称半群(𝑆,∙)是一个群，如果它有单位元，且对任
意𝑎 ∈ 𝐴，都存在它的逆𝑎−1 ∈ 𝑆。一般用(𝐺,∙)或𝐺表示一
个群，它的元素个数称为它的阶，记为|𝐺|。

• 如果(𝐺,∙)是一个群，那么𝐺关于∙满足

(𝑖) 封闭性

(𝑖𝑖) 结合律

(𝑖𝑖𝑖) 含单位元

(𝑖𝑣) 所有元素都可逆（可逆性）



• 定义6.2.8 称群(𝐺,∙)是一个交换群或Abel群，如果它满足交
换律，即对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，都有𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑏 ∙ 𝑎。



• 定义6.2.8 称群(𝐺,∙)是一个交换群或Abel群，如果它满足交
换律，即对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，都有𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑏 ∙ 𝑎。

• 例设𝐺 = {𝑒}，𝐺上乘法∙定义为：𝑒 ∙ 𝑒 = 𝑒，则(𝐺,∙)是一个
群且是一个交换群。



• 例整数集𝑍关于加法，即(𝑍, +)是一个群，也是一个交换
群，因为整数集 𝑍 关于加法满足封闭性、结合律、交换律、
含单位元0，且对每个整数𝑎，都存在它的逆−𝑎 ∈ 𝑍。



• 例整数集𝑍关于加法，即(𝑍, +)是一个群，也是一个交换
群，因为整数集 𝑍 关于加法满足封闭性、结合律、交换律、
含单位元0，且对每个整数𝑎，都存在它的逆−𝑎 ∈ 𝑍。

• 例但是整数集𝑍关于乘法，即(𝑍,×)不是一个群，它只是一
个半群（含幺半群），因为整数集 𝑍 关于乘法满足封闭性、
结合律、含单位元1，但除了±1之外，所有元素都不可逆。



• 例令𝑍/𝑛𝑍 = 0,1,2,… , 𝑛 − 1 ，定义𝑍/𝑛𝑍上运算⨁：
𝑎⨁𝑏 = 𝑎 + 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则(𝑍/𝑛𝑍,⨁)构成一个群。



• 例令𝑍/𝑛𝑍 = 0,1,2,… , 𝑛 − 1 ，定义𝑍/𝑛𝑍上运算⨁：
𝑎⨁𝑏 = 𝑎 + 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则(𝑍/𝑛𝑍,⨁)构成一个群。

• 例定义𝑍/𝑛𝑍\ 0 上运算⨂：𝑎⨂𝑏 = 𝑎𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，其中𝑛 >
1，则当𝑛为素数时，(𝑍/𝑛𝑍\ 0 ,⨂)构成一个群。



⨂ 1 2 3 4 5 6

1 1 2 3 4 5 6

2 2 4 6 1 3 5

3 3 6 2 5 1 4

4 4 1 5 2 6 3

5 5 3 1 6 4 2

6 6 5 4 3 2 1

(𝑍/7𝑍\ 0 ,⨂)



• 上例中，如果𝑛为合数，则(𝑍/𝑛𝑍\ 0 ,⨂)构成一个半群
（含幺半群），但不构成群。



• 上例中，如果𝑛为合数，则(𝑍/𝑛𝑍\ 0 ,⨂)构成一个半群
（含幺半群），但不构成群。

证明：这里只证明(𝑍/𝑛𝑍\ 0 ,⨂)不是群。因为𝑛是合数，所
以存在整数𝑛1, 𝑛2, 1 < 𝑛1, 𝑛2 < 𝑛，使得𝑛1𝑛2 = 𝑛。显然𝑛1 ∈
𝑍/𝑛𝑍\ 0 ，且𝑛1⨂𝑛2 = 0，则𝑛1关于⨂不可逆，否则设𝑎为它
的逆，在证明(𝑍/𝑛𝑍\ 0 ,⨂)是含幺半群的过程中，我们可知
1是(𝑍/𝑛𝑍\ 0 ,⨂)的单位元，因此𝑎⨂𝑛1 = 1，两边同时右乘
𝑛2可得0 = 𝑎⨂0 = 𝑎⨂𝑛1⨂𝑛2 = 1⨂𝑛2 = 𝑛2，因此𝑛1关于⨂
不可逆，故(𝑍/𝑛𝑍\ 0 ,⨂)不是群。



• 上例中，如果𝑛为合数，则(𝑍/𝑛𝑍\ 0 ,⨂)构成一个半群
（含幺半群），但不构成群。

证明：因为𝑛是合数，所以存在整数𝑛1, 𝑛2, 1 < 𝑛1, 𝑛2 < 𝑛，
使得𝑛1𝑛2 = 𝑛。显然𝑛1, 𝑛2 ∈ 𝑍/𝑛𝑍\ 0 ，且𝑛1⨂𝑛2 = 0，即
𝑍/𝑛𝑍\ 0 关于⨂不封闭，因此不是半群（不是代数结构）。



⨂ 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5

2 2 4 0 2 4

3 3 0 3 0 3

4 4 2 0 4 2

5 5 4 3 2 1

(𝑍/6𝑍\ 0 ,⨂)



• 但是，若令𝑍/𝑛𝑍∗表示𝑍/𝑛𝑍中所有与𝑛互素的数，即
𝑍/𝑛𝑍∗ = 𝑥 ∈ 𝑍/𝑛𝑍 | 𝑥, 𝑛 = 1 ，则(𝑍/𝑛𝑍∗, ⨂)构成群。



• 但是，若令𝑍/𝑛𝑍∗表示𝑍/𝑛𝑍中所有与𝑛互素的数，即
𝑍/𝑛𝑍∗ = 𝑥 ∈ 𝑍/𝑛𝑍 | 𝑥, 𝑛 = 1 ，则(𝑍/𝑛𝑍∗, ⨂)构成群。

⨂ 1 5

1 1 5

5 5 1

(𝑍/6𝑍∗, ⨂)



证明： (𝑖) 封闭性：对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍/𝑛𝑍∗，有 𝑎, 𝑛 = 𝑏, 𝑛 =
1，因此𝑐 = 𝑎⨂𝑏 = 𝑎𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)也与𝑛互素，否则 𝑐, 𝑛 > 1，
则存在素数𝑝|(𝑐, 𝑛)，故𝑝|(𝑎𝑏, 𝑛)，因此𝑝|𝑎𝑏，因为𝑝为素数，
所以有𝑝|𝑎或𝑝|𝑏，所以𝑝|(𝑎, 𝑛)或𝑝|(𝑏, 𝑛)，与假设矛盾。此
时有𝑐 ∈ 𝑍/𝑛𝑍∗。



证明： (𝑖) 封闭性：对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍/𝑛𝑍∗，有 𝑎, 𝑛 = 𝑏, 𝑛 =
1，因此𝑐 = 𝑎⨂𝑏 = 𝑎𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)也与𝑛互素，否则 𝑐, 𝑛 > 1，
则存在素数𝑝|(𝑐, 𝑛)，故𝑝|(𝑎𝑏, 𝑛)，因此𝑝|𝑎𝑏，因为𝑝为素数，
所以有𝑝|𝑎或𝑝|𝑏，所以𝑝|(𝑎, 𝑛)或𝑝|(𝑏, 𝑛)，与假设矛盾。此
时有𝑐 ∈ 𝑍/𝑛𝑍∗。

(𝑖𝑖) 结合律显然成立。



证明： (𝑖) 封闭性：对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍/𝑛𝑍∗，有 𝑎, 𝑛 = 𝑏, 𝑛 =
1，因此𝑐 = 𝑎⨂𝑏 = 𝑎𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)也与𝑛互素，否则 𝑐, 𝑛 > 1，
则存在素数𝑝|(𝑐, 𝑛)，故𝑝|(𝑎𝑏, 𝑛)，因此𝑝|𝑎𝑏，因为𝑝为素数，
所以有𝑝|𝑎或𝑝|𝑏，所以𝑝|(𝑎, 𝑛)或𝑝|(𝑏, 𝑛)，与假设矛盾。此
时有𝑐 ∈ 𝑍/𝑛𝑍∗。

(𝑖𝑖) 结合律显然成立。

(𝑖𝑖𝑖) 单位元：1显然是𝑍/𝑛𝑍∗的单位元，且易知 1, 𝑛 = 1，
即1 ∈ 𝑍/𝑛𝑍∗。



证明： (𝑖) 封闭性：对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍/𝑛𝑍∗，有 𝑎, 𝑛 = 𝑏, 𝑛 =
1，因此𝑐 = 𝑎⨂𝑏 = 𝑎𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)也与𝑛互素，否则 𝑐, 𝑛 > 1，
则存在素数𝑝|(𝑐, 𝑛)，故𝑝|(𝑎𝑏, 𝑛)，因此𝑝|𝑎𝑏，因为𝑝为素数，
所以有𝑝|𝑎或𝑝|𝑏，所以𝑝|(𝑎, 𝑛)或𝑝|(𝑏, 𝑛)，与假设矛盾。此
时有𝑐 ∈ 𝑍/𝑛𝑍∗。

(𝑖𝑖) 结合律显然成立。

(𝑖𝑖𝑖) 单位元：1显然是𝑍/𝑛𝑍∗的单位元，且易知 1, 𝑛 = 1，
即1 ∈ 𝑍/𝑛𝑍∗。

(𝑖𝑣) 可逆性：对任意𝑎 ∈ 𝑍/𝑛𝑍∗，有 𝑎, 𝑛 = 1，由广义欧几
里德除法可知存在𝑠′, 𝑡′ ∈ 𝑍，使得𝑠′𝑎 + 𝑡′𝑛 = 1，令𝑠 =
𝑠′ (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则存在整数𝑘，使得𝑠 = 𝑠′ + 𝑘𝑛，因此𝑠𝑎 =
𝑠′𝑎 + 𝑘𝑛𝑎 = 1 − 𝑡′𝑛 + 𝑘𝑛𝑎 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，且显然 𝑠, 𝑛 = 1，
即存在𝑎的逆𝑠 ∈ 𝑍/𝑛𝑍∗，得证。



• 例令𝐺𝐿𝑛(𝑲)表示域𝑲上全体𝑛阶可逆方阵的集合，则
𝐺𝐿𝑛(𝑲)关于矩阵乘法构成一个群，称为一般线性群。



• 例令𝐺𝐿𝑛(𝑲)表示域𝑲上全体𝑛阶可逆方阵的集合，则
𝐺𝐿𝑛(𝑲)关于矩阵乘法构成一个群，称为一般线性群。

• 例令 𝑆𝐿𝑛(𝑲)表示域𝑲上全体𝑛阶行列式为1的方阵的集合，
则显然𝑆𝐿𝑛(𝑲) ⊆ 𝐺𝐿𝑛(𝑲)，且𝑆𝐿𝑛(𝑲)关于矩阵乘法也构成
一个群，称为特殊线性群。



• 对群 𝐺,⋅ 中三个元素𝑎, 𝑏, 𝑐，因为 𝑎 ⋅ 𝑏 ⋅ 𝑐 = 𝑎 ⋅ (𝑏 ⋅ 𝑐)，
定义𝑎 ⋅ 𝑏 ⋅ 𝑐 = 𝑎 ⋅ 𝑏 ⋅ 𝑐 = 𝑎 ⋅ (𝑏 ⋅ 𝑐)



• 对群 𝐺,⋅ 中三个元素𝑎, 𝑏, 𝑐，因为 𝑎 ⋅ 𝑏 ⋅ 𝑐 = 𝑎 ⋅ (𝑏 ⋅ 𝑐)，
定义𝑎 ⋅ 𝑏 ⋅ 𝑐 = 𝑎 ⋅ 𝑏 ⋅ 𝑐 = 𝑎 ⋅ (𝑏 ⋅ 𝑐)

• 设 𝐺,⋅ 是一个群，𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐺, 𝑛 ≥ 3，由结合律易证
𝑎1 ⋅ 𝑎2 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑎𝑛−1 ⋅ 𝑎𝑛 = 𝑎1 ⋅ (𝑎2 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑎𝑛−1 ⋅ 𝑎𝑛)，定义𝑎1 ⋅
𝑎2 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑎𝑛−1 ⋅ 𝑎𝑛 = 𝑎1 ⋅ 𝑎2 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑎𝑛−1 ⋅ 𝑎𝑛。



• 定理6.2.3 设 𝐺,⋅ 是一个群，对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，都有
(𝑎𝑏)−1= 𝑏−1𝑎−1。



• 定理6.2.3 设 𝐺,⋅ 是一个群，对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，都有
(𝑎𝑏)−1= 𝑏−1𝑎−1。

证明：因为𝑏−1𝑎−1𝑎𝑏 = 𝑏−1𝑒𝑏 = 𝑏−1𝑏 = 𝑒，且𝑎𝑏𝑏−1𝑎−1 =
𝑎𝑒𝑎−1 = 𝑎𝑎−1 = 𝑒，因此𝑏−1𝑎−1是𝑎𝑏的逆元，定理得证。



• 定理6.2.3 设 𝐺,⋅ 是一个群，对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，都有
(𝑎𝑏)−1= 𝑏−1𝑎−1。

证明：因为𝑏−1𝑎−1𝑎𝑏 = 𝑏−1𝑒𝑏 = 𝑏−1𝑏 = 𝑒，且𝑎𝑏𝑏−1𝑎−1 =
𝑎𝑒𝑎−1 = 𝑎𝑎−1 = 𝑒，因此𝑏−1𝑎−1是𝑎𝑏的逆元，定理得证。

• 类似的，对任意𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐺，有(𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑛)
−1=

𝑎𝑛
−1⋯𝑎2

−1𝑎1
−1。



• 定义6.2.9 设 𝐺,⋅ 是一个群，𝑒为其单位元，𝑎 ∈ 𝐺, 𝑛 ∈ 𝑍+，
定义

(𝑖) 𝑎0 = 𝑒；

(𝑖𝑖) 𝑎𝑛 =
𝑎 ⋅ 𝑎 ⋅ ⋯ ⋅ 𝑎

𝑛个
；

(𝑖𝑖𝑖) 𝑎−𝑛 = (𝑎𝑛)−1。



• 定理6.2.4 设 𝐺,⋅ 是一个群，𝑎 ∈ 𝐺,𝑚, 𝑛 ∈ 𝑍，则有

(𝑖) 𝑎−𝑛 = (𝑎−1)𝑛；

(𝑖𝑖) 𝑎𝑚𝑎𝑛 = 𝑎𝑚+𝑛；

(𝑖𝑖𝑖) (𝑎𝑚)𝑛= 𝑎𝑚𝑛。



• 定义6.2.10 设 𝐺,⋅ 是一个群，𝐻 ⊆ 𝐺，如果𝐻关于运算⋅也
构成群，那么称 𝐻,⋅ 是 𝐺,⋅ 的子群，或𝐻是𝐺的子群，记
作𝐻 ≤ 𝐺。



• 定义6.2.10 设 𝐺,⋅ 是一个群，𝐻 ⊆ 𝐺，如果𝐻关于运算⋅也
构成群，那么称 𝐻,⋅ 是 𝐺,⋅ 的子群，或𝐻是𝐺的子群，记
作𝐻 ≤ 𝐺。

• 例我们知道 𝑍,+ 是一个群，全体偶数集合2𝑍关于运算+
也构成群，因此2𝑍是𝑍的子群。



• 定理 6.2.5 设𝐻是群𝐺的子群，那么𝐺的单位元𝑒必定也是𝐻
的单位元。



• 定理 6.2.5 设𝐻是群𝐺的子群，那么𝐺的单位元𝑒必定也是𝐻
的单位元。

证明：设𝑒′为𝐻的单位元，𝑎 ∈ 𝐻 ⊆ 𝐺，则对任意𝑏 ∈ 𝐺，有
𝑒′𝑏 = 𝑒′𝑒𝑏 = 𝑒′𝑎𝑎−1𝑏 = 𝑎𝑎−1𝑏 = 𝑒𝑏 = 𝑏以及𝑏𝑒′ = 𝑏𝑒𝑒′ =
𝑏𝑎−1𝑎𝑒′ = 𝑏𝑎−1𝑎 = 𝑏𝑒 = 𝑏，因此𝑒′也是𝐺的单位元，由单位
元唯一性可知𝑒′ = 𝑒，得证。



• 给定群𝐺，显然 𝑒 和𝐺都是𝐺的子群，我们称这样的群为
平凡子群，其它的群称为真子群。



• 给定群𝐺，显然 𝑒 和𝐺都是𝐺的子群，我们称这样的群为
平凡子群，其它的群称为真子群。

• 例已知全体整数集合𝑍关于加法构成一个群，那么 0 和𝑍
是它的平凡子群，而全体偶数集合2𝑍是它的真子群。



• 定理6.2.6 设 𝐺,⋅ 是一个群，𝐻是𝐺的非空子集，那么𝐻是𝐺
的子群，当且仅当对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻，都有𝑎𝑏−1 ∈ 𝐻。



• 定理6.2.6 设 𝐺,⋅ 是一个群，𝐻是𝐺的非空子集，那么𝐻是𝐺
的子群，当且仅当对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻，都有𝑎𝑏−1 ∈ 𝐻。

证明：必要性显然，下面证充分性

(𝑖) 结合律显然成立。



• 定理6.2.6 设 𝐺,⋅ 是一个群，𝐻是𝐺的非空子集，那么𝐻是𝐺
的子群，当且仅当对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻，都有𝑎𝑏−1 ∈ 𝐻。

证明：必要性显然，下面证充分性

(𝑖) 结合律显然成立。

(𝑖𝑖) 单位元：因为𝐻非空，任取𝑎 ∈ 𝐻，令𝑏 = 𝑎，则有𝑒 =
𝑎𝑎−1 ∈ 𝐻，其中𝑒是群𝐺的单位元。



• 定理6.2.6 设 𝐺,⋅ 是一个群，𝐻是𝐺的非空子集，那么𝐻是𝐺
的子群，当且仅当对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻，都有𝑎𝑏−1 ∈ 𝐻。

证明：必要性显然，下面证充分性

(𝑖) 结合律显然成立。

(𝑖𝑖) 单位元：因为𝐻非空，任取𝑎 ∈ 𝐻，令𝑏 = 𝑎，则有𝑒 =
𝑎𝑎−1 ∈ 𝐻，其中𝑒是群𝐺的单位元。

(𝑖𝑖𝑖) 可逆性：对任意𝑏 ∈ 𝐻，因为𝑒 ∈ 𝐻，所以𝑏−1 = 𝑒𝑏−1 ∈
𝐻。



• 定理6.2.6 设 𝐺,⋅ 是一个群，𝐻是𝐺的非空子集，那么𝐻是𝐺
的子群，当且仅当对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻，都有𝑎𝑏−1 ∈ 𝐻。

证明：必要性显然，下面证充分性

(𝑖) 结合律显然成立。

(𝑖𝑖) 单位元：因为𝐻非空，任取𝑎 ∈ 𝐻，令𝑏 = 𝑎，则有𝑒 =
𝑎𝑎−1 ∈ 𝐻，其中𝑒是群𝐺的单位元。

(𝑖𝑖𝑖) 可逆性：对任意𝑏 ∈ 𝐻，因为𝑒 ∈ 𝐻，所以𝑏−1 = 𝑒𝑏−1 ∈
𝐻。

(𝑖𝑣) 封闭性：对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻，则有𝑏−1 ∈ 𝐻，因此𝑎𝑏 =
𝑎 𝑏−1 −1 ∈ 𝐻，得证。



• 例已知全体整数集合𝑍关于加法构成一个群，全体偶数集
合2𝑍是它的真子群。



§6.3 同态和同构



§6.3 同态和同构

• 定义6.3.1 设(𝐻,∙)和(𝐺,⨂)是两个群，如果映射𝑓: 𝐻 → 𝐺，
满足对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻，都有𝑓 𝑎 ⨂𝑓 𝑏 = 𝑓(𝑎 ∙ 𝑏)，那么称
𝑓是𝐻到𝐺的一个同态映射或同态；



§6.3 同态和同构

• 定义6.3.1 设(𝐻,∙)和(𝐺,⨂)是两个群，如果映射𝑓: 𝐻 → 𝐺，
满足对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻，都有𝑓 𝑎 ⨂𝑓 𝑏 = 𝑓(𝑎 ∙ 𝑏)，那么称
𝑓是𝐻到𝐺的一个同态映射或同态；

• 如果𝑓是单射，那么称𝑓是𝐻到𝐺的一个单同态；



§6.3 同态和同构

• 定义6.3.1 设(𝐻,∙)和(𝐺,⨂)是两个群，如果映射𝑓: 𝐻 → 𝐺，
满足对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻，都有𝑓 𝑎 ⨂𝑓 𝑏 = 𝑓(𝑎 ∙ 𝑏)，那么称
𝑓是𝐻到𝐺的一个同态映射或同态；

• 如果𝑓是单射，那么称𝑓是𝐻到𝐺的一个单同态；

• 如果𝑓是满射，那么称𝑓是𝐻到𝐺的一个满同态；



§6.3 同态和同构

• 定义6.3.1 设(𝐻,∙)和(𝐺,⨂)是两个群，如果映射𝑓: 𝐻 → 𝐺，
满足对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻，都有𝑓 𝑎 ⨂𝑓 𝑏 = 𝑓(𝑎 ∙ 𝑏)，那么称
𝑓是𝐻到𝐺的一个同态映射或同态；

• 如果𝑓是单射，那么称𝑓是𝐻到𝐺的一个单同态；

• 如果𝑓是满射，那么称𝑓是𝐻到𝐺的一个满同态；

• 如果𝑓是一一映射，那么称𝑓是𝐻到𝐺的一个同构。



§6.3 同态和同构

• 定义6.3.1 设(𝐻,∙)和(𝐺,⨂)是两个群，如果映射𝑓: 𝐻 → 𝐺，
满足对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻，都有𝑓 𝑎 ⨂𝑓 𝑏 = 𝑓(𝑎 ∙ 𝑏)，那么称
𝑓是𝐻到𝐺的一个同态映射或同态；

• 如果𝑓是单射，那么称𝑓是𝐻到𝐺的一个单同态；

• 如果𝑓是满射，那么称𝑓是𝐻到𝐺的一个满同态；

• 如果𝑓是一一映射，那么称𝑓是𝐻到𝐺的一个同构。

• 如果𝐻 = 𝐺，那么称𝑓是自同态或自同构。



• 定义6.3.2 设𝐻和𝐺是两个群，则

称𝐻和𝐺是同态的，如果存在𝐻到𝐺的同态映射，记作𝐻 ≈
𝐺；

称𝐻和𝐺是同构的，如果存在𝐻到𝐺的同构映射，记作𝐻 ≅
𝐺。



• 例给定群𝐺，则恒等映射是群𝐺上的自同态，也是自同构。



• 例给定群𝐺，则恒等映射是群𝐺上的自同态，也是自同构。

• 例设𝐻和𝐺是两个群，𝑒是群𝐺的单位元，定义映射
𝑓: 𝐻

𝑎

→ 𝐺
↦ 𝑒

则对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻，都有𝑓 𝑎𝑏 = 𝑒 = 𝑒𝑒 = 𝑓 𝑎 𝑓(𝑏)，因此𝑓
是一个𝐻到𝐺的同态映射，𝐻和𝐺同态。



• 例设𝑅[𝑥]表示所有系数为实数的多项式集合，则𝑅[𝑥]关于
多项式加法构成一个群。定义映射

𝜙: 𝑅[𝑥]

𝑓

→ 𝑅[𝑥]

↦ 𝑓′

其中𝑓′为𝑓的导函数，则对任意𝑓, 𝑔 ∈ 𝑅[𝑥]，都有𝜙 𝑓 + 𝑔 =
𝑓 + 𝑔 ′ = 𝑓′ + 𝑔′ = 𝜙 𝑓 + 𝜙(𝑔)，因此𝜙是一个𝑅[𝑥]到𝑅[𝑥]
的同态映射，它是一个自同态，而且任意实系数多项式都可
积，因此它是一个满同态，又因为显然𝑓和𝑓 + 𝑐的导函数都
是𝑓′，其中𝑐 ∈ 𝑅，因此它不是单同态。



• 定理6.3.1 设𝐻和𝐺是两个群，𝑓是一个𝐻到𝐺的同态映射，𝑒是群𝐺
的单位元，𝑒′是群𝐻的单位元，令ker 𝑓 = {𝑎 ∈ 𝐻|𝑓 𝑎 = 𝑒}称为
𝑓的核， im(𝑓) = 𝑓(𝐻) = {𝑎 ∈ 𝐺|∃𝑏 ∈ 𝐻, 𝑓 𝑏 = 𝑎}称为𝑓的象集，
则

(𝑖) 𝑒′ ∈ ker(𝑓)，即𝑓 𝑒′ = 𝑒；

(𝑖𝑖)对任意𝑎 ∈ 𝐻，都有𝑓(𝑎)−1 = 𝑓(𝑎−1)；

(𝑖𝑖𝑖) ker 𝑓 是𝐻的子群，且𝑓是单同态的充要条件是ker 𝑓 = {𝑒′}；

(𝑖𝑣) 𝑓(𝐻)是𝐺的子群，且𝑓是满同态的充要条件是𝑓 𝐻 = 𝐺。



证明：(𝑖)对任意𝑎 ∈ 𝐻，由同态性质可知𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑎𝑒′ =
𝑓 𝑎 𝑓(𝑒′)以及𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑒′𝑎 = 𝑓 𝑒′ 𝑓(𝑎)，因此𝑓(𝑒′)是群𝐺
的单位元，又由单位元唯一性可得𝑓 𝑒′ = 𝑒。



证明：(𝑖)对任意𝑎 ∈ 𝐻，由同态性质可知𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑎𝑒′ =
𝑓 𝑎 𝑓(𝑒′)以及𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑒′𝑎 = 𝑓 𝑒′ 𝑓(𝑎)，因此𝑓(𝑒′)是群𝐺
的单位元，又由单位元唯一性可得𝑓 𝑒′ = 𝑒。



证明：(𝑖)因为𝐻是群，所以𝐻 ≠ ∅，因此𝑓(𝐻) ≠ ∅，任取
𝑏 ∈ 𝑓 𝐻 ，则存在𝑏′ ∈ 𝐻，使得𝑏 = 𝑓(𝑏′)，此时对任意𝑎 ∈ 𝐺，
有𝑎 = 𝑏𝑏−1𝑎，由同态性质可知𝑓 𝑒′ 𝑎 = 𝑓 𝑒′ 𝑏𝑏−1𝑎 =
𝑓 𝑒′ 𝑓 𝑏′ 𝑏−1𝑎 = 𝑓 𝑒′𝑏′ 𝑏−1𝑎 = 𝑓 𝑏′ 𝑏−1𝑎 = 𝑏𝑏−1𝑎 = 𝑎，
类似可得𝑎𝑓 𝑒′ = 𝑎，因此𝑓(𝑒′)是群𝐺的单位元，又由单位
元唯一性可得𝑓 𝑒′ = 𝑒。



(𝑖𝑖)对任意𝑎 ∈ 𝐻，由同态性质及(𝑖)可知𝑒 = 𝑓 𝑒′ =
𝑓 𝑎𝑎−1 = 𝑓 𝑎 𝑓(𝑎−1)以及𝑒 = 𝑓 𝑒′ = 𝑓 𝑎−1𝑎 =
𝑓 𝑎−1 𝑓(𝑎)，再由逆元唯一性可得𝑓(𝑎)−1 = 𝑓(𝑎−1)。



(𝑖𝑖𝑖)先证ker 𝑓 是𝐻的子群，由(𝑖)可知ker 𝑓 是𝐻的非空子
集，则由定理6.1.6，只需证明对任意𝑎, 𝑏 ∈ ker 𝑓 ，都有
𝑎𝑏−1 ∈ ker 𝑓 。事实上𝑓 𝑎𝑏−1 = 𝑓 𝑎 𝑓 𝑏−1 = 𝑓 𝑎 𝑓 𝑏 −1

= 𝑒𝑒−1 = 𝑒，因此𝑎𝑏−1 ∈ ker 𝑓 。



(𝑖𝑖𝑖)先证ker 𝑓 是𝐻的子群，由定义可知ker 𝑓 是𝐻的非空子
集，则由定理6.1.6，只需证明对任意𝑎, 𝑏 ∈ ker 𝑓 ，都有
𝑎𝑏−1 ∈ ker 𝑓 。事实上𝑓 𝑎𝑏−1 = 𝑓 𝑎 𝑓 𝑏−1 = 𝑓 𝑎 𝑓 𝑏 −1

= 𝑒𝑒−1 = 𝑒，因此𝑎𝑏−1 ∈ ker 𝑓 。

再证𝑓是单同态的充要条件是ker 𝑓 = {𝑒′}。必要性显然，事
实上由(𝑖)可知𝑓 𝑒′ = 𝑒，再由𝑓是单射可知仅有𝑒′的象为𝑒，
即ker 𝑓 = {𝑒′}。再证充分性，假设𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻，且𝑓 𝑎 =
𝑓(𝑏)，则𝑓 𝑎𝑏−1 = 𝑓 𝑎 𝑓(𝑏)−1 = 𝑓 𝑎 𝑓 𝑎 −1 = 𝑒，所以
𝑎𝑏−1 ∈ ker 𝑓 = {𝑒′}，因此𝑎 = 𝑏，即𝑓是单射。



(𝑖𝑣) 𝑓是满同态的充要条件是𝑓 𝐻 = 𝐺是显然的。下面证明
𝑓(𝐻)是𝐺的子群，显然𝑓(𝐻)是𝐺的非空子集，由定理6.1.6，
只需证明对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝑓(𝐻)，都有𝑎𝑏−1 ∈ 𝑓(𝐻)，由𝑎, 𝑏 ∈
𝑓(𝐻)可知存在𝑎′, 𝑏′ ∈ 𝐻，使得𝑓 𝑎′ = 𝑎, 𝑓 𝑏′ = 𝑏，则

𝑎𝑏−1 = 𝑓 𝑎′ 𝑓 𝑏′ −1 = 𝑓 𝑎′ 𝑓 𝑏′
−1

= 𝑓 𝑎′𝑏′−1 ∈ 𝑓(𝐻)，

得证。



• 例前例中，𝐻和𝐺是两个群，𝑒是群𝐺的单位元，定义映射
𝑓: 𝐻

𝑎

→ 𝐺
↦ 𝑒

则𝑓是一个𝐻到𝐺的同态映射，其中ker(𝑓) = 𝐻 ≤ 𝐻，𝑓 𝐻 =
𝑒 ≤ 𝐺。显然当|𝐻| ≠ 1时，𝑓不是单同态；当|𝐺| ≠ 1时，𝑓
不是满同态。



• 例前例中，𝑅[𝑥]关于多项式加法构成一个群，定义映射
𝜙: 𝑅[𝑥]

𝑓

→ 𝑅[𝑥]

↦ 𝑓′

其中𝑓′为𝑓的导函数，则𝜙是一个𝑅[𝑥]到𝑅[𝑥]的同态映射，它
是一个自同态，且是一个满同态，即𝜙 𝑅 𝑥 = 𝑅[𝑥]，而
ker 𝜙 = 𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]|𝑓′ 𝑥 = 0 = 𝑓 𝑥 = 𝑐|𝑐 ∈ 𝑅 = 𝑅 ≤
𝑅[𝑥]，𝜙不是单同态。


