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§6.4 陪集和商群

• 定义6.4.1 设𝐻是群𝐺的子群，𝑎 ∈ 𝐺，则𝑎𝐻 = {𝑎ℎ|ℎ ∈ 𝐻}
称为𝐻的左陪集；相应的，𝐻𝑎 = {ℎ𝑎|ℎ ∈ 𝐻}称为𝐻的右陪
集，𝑎称为该左（右）陪集的代表元。如果𝑎𝐻 = 𝐻𝑎，那
么称之为𝐻的陪集。



§6.4 陪集和商群

• 定义6.4.1 设𝐻是群𝐺的子群，𝑎 ∈ 𝐺，则𝑎𝐻 = {𝑎ℎ|ℎ ∈ 𝐻}
称为𝐻的左陪集；相应的，𝐻𝑎 = {ℎ𝑎|ℎ ∈ 𝐻}称为𝐻的右陪
集，𝑎称为该左（右）陪集的代表元。如果𝑎𝐻 = 𝐻𝑎，那
么称之为𝐻的陪集。

• 若𝐺是阿贝尔群，那么𝐻的所有左（右）陪集都是它的陪
集。



• 定理6.4.1 设𝐻是群𝐺的子群，则

(𝑖) 𝐻的所有左（右）陪集的阶都等于𝐻的阶；

(𝑖𝑖)对任意𝑎 ∈ 𝐻，都有𝑎𝐻 = {𝑐 ∈ 𝐺|𝑐−1𝑎 ∈ 𝐻}，𝐻𝑎 =
{𝑐 ∈ 𝐺|𝑎𝑐−1 ∈ 𝐻}；

(𝑖𝑖𝑖)对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，𝑎𝐻 = 𝑏𝐻的充要条件是𝑏−1𝑎 ∈ 𝐻，
𝐻𝑎 = 𝐻𝑏的充要条件是𝑎𝑏−1 ∈ 𝐻；

(𝑖𝑣)对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，𝑎𝐻 ∩ 𝑏𝐻 = ∅的充要条件是𝑏−1𝑎 ∉ 𝐻，
𝐻𝑎 ∩ 𝐻𝑏 = ∅的充要条件是𝑎𝑏−1 ∉ 𝐻；

(𝑣)对任意𝑎 ∈ 𝐻，都有𝑎𝐻 = 𝐻𝑎 = 𝐻。



证明：这里我们都只证明左陪集的情况，右陪集的情况可类
似证明。



证明：这里我们都只证明左陪集的情况，右陪集的情况可类
似证明。

(𝑖)取𝐻的任意左陪集𝑎𝐻 = {𝑎ℎ|ℎ ∈ 𝐻}，其中𝑎 ∈ 𝐺，显然
𝑎𝐻 ≤ |𝐻|，下面证明 𝑎𝐻 ≥ |𝐻|，



证明：这里我们都只证明左陪集的情况，右陪集的情况可类
似证明。

(𝑖)取𝐻的任意左陪集𝑎𝐻 = {𝑎ℎ|ℎ ∈ 𝐻}，其中𝑎 ∈ 𝐺，显然
𝑎𝐻 ≤ |𝐻|，下面证明 𝑎𝐻 ≥ |𝐻|，即只需证明对任意ℎ, ℎ′ ∈
𝐻, ℎ ≠ ℎ′，都有𝑎ℎ ≠ 𝑎ℎ′，否则𝑎ℎ = 𝑎ℎ′，因此ℎ = 𝑎−1𝑎ℎ =
𝑎−1𝑎ℎ′ = ℎ′，与假设矛盾，因此 𝑎𝐻 = 𝐻。



(𝑖𝑖)令𝐻′ = {𝑐 ∈ 𝐺|𝑐−1𝑎 ∈ 𝐻}，我们需要证明𝐻′ ⊆ 𝑎𝐻和
𝑎𝐻 ⊆ 𝐻′。



(𝑖𝑖)令𝐻′ = {𝑐 ∈ 𝐺|𝑐−1𝑎 ∈ 𝐻}，我们需要证明𝐻′ ⊆ 𝑎𝐻和
𝑎𝐻 ⊆ 𝐻′。

先证𝐻′ ⊆ 𝑎𝐻，对任意ℎ′ ∈ 𝐻′，存在ℎ ∈ 𝐻，使得ℎ′−1𝑎 = ℎ，

则𝑎ℎ−1 = 𝑒𝑎ℎ−1 = ℎ′ℎ′
−1
𝑎ℎ−1 = ℎ′ℎℎ−1 = ℎ′𝑒 = ℎ′，又因为

ℎ ∈ 𝐻，𝐻是𝐺的子群，因此ℎ−1 ∈ 𝐻，所以ℎ′ = 𝑎ℎ−1 ∈ 𝑎𝐻，
故𝐻′ ⊆ 𝑎𝐻；



(𝑖𝑖)令𝐻′ = {𝑐 ∈ 𝐺|𝑐−1𝑎 ∈ 𝐻}，我们需要证明𝐻′ ⊆ 𝑎𝐻和
𝑎𝐻 ⊆ 𝐻′。

先证𝐻′ ⊆ 𝑎𝐻，对任意ℎ′ ∈ 𝐻′，存在ℎ ∈ 𝐻，使得ℎ′−1𝑎 = ℎ，

则𝑎ℎ−1 = 𝑒𝑎ℎ−1 = ℎ′ℎ′
−1
𝑎ℎ−1 = ℎ′ℎℎ−1 = ℎ′𝑒 = ℎ′，又因为

ℎ ∈ 𝐻，𝐻是𝐺的子群，因此ℎ−1 ∈ 𝐻，所以ℎ′ = 𝑎ℎ−1 ∈ 𝑎𝐻，
故𝐻′ ⊆ 𝑎𝐻；

再证𝑎𝐻 ⊆ 𝐻′，对任意𝑐 ∈ 𝑎𝐻，存在ℎ ∈ 𝐻，使得𝑐 = 𝑎ℎ，则
𝑐−1𝑎 = (𝑎ℎ)−1𝑎 = ℎ−1𝑎−1𝑎 = ℎ−1𝑒 = ℎ−1 ∈ 𝐻，因此 𝑐 ∈ 𝐻′，
故𝑎𝐻 ⊆ 𝐻′。



(𝑖𝑖𝑖) 先证必要性，对任意𝑔 ∈ 𝑎𝐻，存在ℎ ∈ 𝐻，使得𝑔 = 𝑎ℎ，
又因为𝑎𝐻 = 𝑏𝐻，因此𝑔 ∈ 𝑏𝐻，即存在ℎ′ ∈ 𝐻，使得𝑔 = 𝑏ℎ′，
所以ℎ′ = 𝑏−1𝑔 = 𝑏−1𝑎ℎ，因此𝑏−1𝑎 = ℎ′ℎ−1 ∈ 𝐻，得证。



(𝑖𝑖𝑖) 先证必要性，对任意𝑔 ∈ 𝑎𝐻，存在ℎ ∈ 𝐻，使得𝑔 = 𝑎ℎ，
又因为𝑎𝐻 = 𝑏𝐻，因此𝑔 ∈ 𝑏𝐻，即存在ℎ′ ∈ 𝐻，使得𝑔 = 𝑏ℎ′，
所以ℎ′ = 𝑏−1𝑔 = 𝑏−1𝑎ℎ，因此𝑏−1𝑎 = ℎ′ℎ−1 ∈ 𝐻，得证。

再证充分性，先证𝑎𝐻 ⊆ 𝑏𝐻，对任意𝑔 ∈ 𝑎𝐻，存在ℎ ∈ 𝐻，
使得𝑔 = 𝑎ℎ，因为𝑏−1𝑎 ∈ 𝐻，所以存在ℎ′ ∈ 𝐻，使得𝑏−1𝑎 =
ℎ′，因此𝑏−1𝑔 = 𝑏−1𝑎ℎ = ℎ′ℎ，所以𝑔 = 𝑏(ℎ′ℎ) ∈ 𝑏𝐻，因此
𝑎𝐻 ⊆ 𝑏𝐻；



(𝑖𝑖𝑖) 先证必要性，对任意𝑔 ∈ 𝑎𝐻，存在ℎ ∈ 𝐻，使得𝑔 = 𝑎ℎ，
又因为𝑎𝐻 = 𝑏𝐻，因此𝑔 ∈ 𝑏𝐻，即存在ℎ′ ∈ 𝐻，使得𝑔 = 𝑏ℎ′，
所以ℎ′ = 𝑏−1𝑔 = 𝑏−1𝑎ℎ，因此𝑏−1𝑎 = ℎ′ℎ−1 ∈ 𝐻，得证。

再证充分性，先证𝑎𝐻 ⊆ 𝑏𝐻，对任意𝑔 ∈ 𝑎𝐻，存在ℎ ∈ 𝐻，
使得𝑔 = 𝑎ℎ，因为𝑏−1𝑎 ∈ 𝐻，所以存在ℎ′ ∈ 𝐻，使得𝑏−1𝑎 =
ℎ′，因此𝑏−1𝑔 = 𝑏−1𝑎ℎ = ℎ′ℎ，所以𝑔 = 𝑏(ℎ′ℎ) ∈ 𝑏𝐻，因此
𝑎𝐻 ⊆ 𝑏𝐻；再证𝑏𝐻 ⊆ 𝑎𝐻，对任意𝑔 ∈ 𝑏𝐻，存在ℎ ∈ 𝐻，使
得𝑔 = 𝑏ℎ，令ℎ′ = 𝑏−1𝑎 ∈ 𝐻，则𝑔 = 𝑏ℎ = 𝑒𝑏ℎ = 𝑎𝑎−1𝑏ℎ =
𝑎(𝑏−1𝑎)−1ℎ = 𝑎ℎ′−1ℎ ∈ 𝑎𝐻，因此𝑏𝐻 ⊆ 𝑎𝐻。



(𝑖𝑣)先证充分性，用反证法，设𝑔 ∈ 𝑎𝐻 ∩ 𝑏𝐻 ≠ ∅，则存在
ℎ, ℎ′ ∈ 𝐻，使得𝑔 = 𝑎ℎ = 𝑏ℎ′，此时𝑏−1𝑎 = 𝑏−1𝑔ℎ−1 =
𝑏−1𝑏ℎ′ℎ−1= 𝑒ℎ′ℎ−1= ℎ′ℎ−1 ∈ 𝐻，与𝑏−1𝑎 ∉ 𝐻矛盾，因此
𝑎𝐻 ∩ 𝑏𝐻 = ∅；



(𝑖𝑣)先证充分性，用反证法，设𝑔 ∈ 𝑎𝐻 ∩ 𝑏𝐻 ≠ ∅，则存在
ℎ, ℎ′ ∈ 𝐻，使得𝑔 = 𝑎ℎ = 𝑏ℎ′，此时𝑏−1𝑎 = 𝑏−1𝑔ℎ−1 =
𝑏−1𝑏ℎ′ℎ−1= 𝑒ℎ′ℎ−1= ℎ′ℎ−1 ∈ 𝐻，与𝑏−1𝑎 ∉ 𝐻矛盾，因此
𝑎𝐻 ∩ 𝑏𝐻 = ∅；

再证必要性，仍用反证法，设𝑏−1𝑎 ∈ 𝐻，则存在ℎ ∈ 𝐻，使
得𝑏−1𝑎 = ℎ，取𝑔 ∈ 𝑎𝐻，则存在ℎ′ ∈ 𝐻，使得𝑔 = 𝑎ℎ′，此时
𝑔 = 𝑎ℎ′ = 𝑒𝑎ℎ′ = 𝑏𝑏−1𝑎ℎ′ = 𝑏ℎℎ′ ∈ 𝑏𝐻，所以 𝑔 ∈ 𝑎𝐻 ∩ 𝑏𝐻，
与𝑎𝐻 ∩ 𝑏𝐻 = ∅矛盾，所以𝑏−1𝑎 ∉ 𝐻，得证。



(𝑣) 因为𝑎 ∈ 𝐻，且𝐻是群，因此对任意ℎ ∈ 𝐻，都有𝑎ℎ ∈ 𝐻，
所以𝑎𝐻 ⊆ 𝐻，但是由(𝑖)可知 𝑎𝐻 = |𝐻|，所以𝑎𝐻 = 𝐻。



• 对于任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，我们知道要么𝑏−1𝑎 ∈ 𝐻，要么𝑏−1𝑎 ∉
𝐻，二者必居其一，则由定理6.4.1的(𝑖𝑖𝑖)和(𝑖𝑣)可知
𝑎𝐻和𝑏𝐻要么相等，要么不相交，此时我们可根据𝐻将群𝐺
表示成若干个不相交的陪集的并。



• 对于任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，我们知道要么𝑏−1𝑎 ∈ 𝐻，要么𝑏−1𝑎 ∉
𝐻，二者必居其一，则由定理6.4.1的(𝑖𝑖𝑖)和(𝑖𝑣)可知
𝑎𝐻和𝑏𝐻要么相等，要么不相交，此时我们可根据𝐻将群𝐺
表示成若干个不相交的陪集的并。

• 定义6.4.2 设𝐻是群𝐺的子群，将𝐻在𝐺中不同陪集组成的新
集合{𝑎𝐻|𝑎 ∈ 𝐺}称为𝐻在𝐺中的商集，记作𝐺/𝐻，
| 𝑎𝐻 𝑎 ∈ 𝐺 |记作[𝐺: 𝐻]。



• 定理6.4.2 设𝐺是群，若𝐾 ≤ 𝐻 ≤ 𝐺，则

(𝑖) 𝐺 = 𝐺:𝐻 |𝐻|；

(𝑖𝑖) 𝐺: 𝐾 = 𝐺:𝐻 [𝐻: 𝐾]。



• 定理6.4.2 设𝐺是群，若𝐾 ≤ 𝐻 ≤ 𝐺，则

(𝑖) 𝐺 = 𝐺:𝐻 |𝐻|；

(𝑖𝑖) 𝐺: 𝐾 = 𝐺:𝐻 [𝐻: 𝐾]。

证明： (𝑖)令 𝑎𝐻 𝑎 ∈ 𝐺 = 𝑎1𝐻, 𝑎2𝐻,… , 𝑎𝑛𝐻,… =
𝑎𝑖𝐻|𝑖 ∈ 𝐼 ，则显然 𝐺 = 𝑖∈𝐼ڂ| 𝑎𝑖𝐻 | = σ𝑖∈𝐼 |𝑎𝑖𝐻|，由定理

6.3.1 (𝑖)可知对任意𝑖 ∈ 𝐼， 𝑎𝑖𝐻 = |𝐻|，因此 𝐺 =
σ𝑖∈𝐼 |𝑎𝑖𝐻| = 𝐼 𝐻 = 𝐺:𝐻 |𝐻|。



• 定理6.4.2 设𝐺是群，若𝐾 ≤ 𝐻 ≤ 𝐺，则

(𝑖) 𝐺 = 𝐺:𝐻 |𝐻|；

(𝑖𝑖) 𝐺: 𝐾 = 𝐺:𝐻 [𝐻: 𝐾]。

证明： (𝑖)令 𝑎𝐻 𝑎 ∈ 𝐺 = 𝑎1𝐻, 𝑎2𝐻,… , 𝑎𝑛𝐻,… =
𝑎𝑖𝐻|𝑖 ∈ 𝐼 ，则显然 𝐺 = 𝑖∈𝐼ڂ| 𝑎𝑖𝐻 | = σ𝑖∈𝐼 |𝑎𝑖𝐻|，由定理

6.3.1 (𝑖)可知对任意𝑖 ∈ 𝐼， 𝑎𝑖𝐻 = |𝐻|，因此 𝐺 =
σ𝑖∈𝐼 |𝑎𝑖𝐻| = 𝐼 𝐻 = 𝐺:𝐻 |𝐻|。

(𝑖𝑖)因为𝐾 ≤ 𝐻 ≤ 𝐺，由(𝑖)可知 𝐺 = 𝐺:𝐻 𝐻 , 𝐻 =
𝐻:𝐾 𝐾 , 𝐺 = 𝐺:𝐾 |𝐾]，因此 𝐺:𝐾 𝐾 = 𝐺 = 𝐺:𝐻 𝐻
= 𝐺:𝐻 𝐻:𝐾 |𝐾|，所以 𝐺:𝐾 = 𝐺:𝐻 [𝐻: 𝐾]。



• 例我们知道𝑍6 = {0,1,2,3,4,5}关于模6加法构成群，𝑍′6 =
{0,2,4}显然是𝑍6的非空子集，且容易验证𝑍′6关于模6加法
也构成群，因此𝑍′6是𝑍6的子群，又显然有 𝑍6 =

6, 𝑍′6 = 3，可知 𝑍6: 𝑍
′
6 =

𝑍6

𝑍′6
=

6

3
= 2；另一方面容易

验证0 + 𝑍′6 = 2 + 𝑍′6 = 4 + 𝑍′6以及1 + 𝑍′6 = 3 + 𝑍′6 =
5 + 𝑍′6，所以 𝑍6: 𝑍

′
6 = 2成立。



• 对于给定的群𝐺和它的子群𝐻，我们定义了左陪集和右陪
集，那么在什么条件下，无论我们怎么取代表元𝑎，左陪
集和右陪集都相等，即𝑎𝐻 = 𝐻𝑎？

• 显然当𝐺是阿贝尔群时，𝑎𝐻 = 𝐻𝑎都成立。

• 有没有更一般的结论？



• 定义6.4.3 设𝑁是群𝐺的子群，如果对任意𝑎 ∈ 𝐺，都有
𝑎𝑁 = 𝑁𝑎，那么我们称𝑁是𝐺的正规子群，记作𝑁 ⊲ 𝐺。



• 定义6.4.3 设𝑁是群𝐺的子群，如果对任意𝑎 ∈ 𝐺，都有
𝑎𝑁 = 𝑁𝑎，那么我们称𝑁是𝐺的正规子群，记作𝑁 ⊲ 𝐺。

• 阿贝尔群的所有子群都是它的正规子群。



• 定理6.4.3 设𝑁是群𝐺的子群，则如下条件是等价的：

𝑖 对任意𝑎 ∈ 𝐺，都有𝑎𝑁 = 𝑁𝑎；

𝑖𝑖 对任意𝑎 ∈ 𝐺，都有𝑎𝑁𝑎−1 = 𝑎𝑛𝑎−1|𝑛 ∈ 𝑁 = 𝑁；

𝑖𝑖𝑖 对任意𝑎 ∈ 𝐺，都有𝑎𝑁𝑎−1 ⊆ 𝑁。



证明：要证明 𝑖 , 𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖 等价，只需证明 𝑖 蕴含 𝑖𝑖 、 𝑖𝑖
蕴含 𝑖𝑖𝑖 、 𝑖𝑖𝑖 蕴含 𝑖 。



证明：要证明 𝑖 , 𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖 等价，只需证明 𝑖 蕴含 𝑖𝑖 、 𝑖𝑖
蕴含 𝑖𝑖𝑖 、 𝑖𝑖𝑖 蕴含 𝑖 。

(1) 𝑖 蕴含 𝑖𝑖 ，先证𝑎𝑁𝑎−1 ⊆ 𝑁，对任意𝑏 ∈ 𝑎𝑁𝑎−1，存在
𝑛 ∈ 𝑁，使得𝑏 = 𝑎𝑛𝑎−1，因此𝑏𝑎 = 𝑎𝑛，又因为𝑎𝑁 = 𝑁𝑎，
所以存在𝑛′ ∈ 𝑁，使得𝑛′𝑎 = 𝑎𝑛 = 𝑏𝑎，所以𝑏 = 𝑏𝑒 =
𝑏𝑎𝑎−1 = 𝑛′𝑎𝑎−1 = 𝑛′ ∈ 𝑁，因此𝑎𝑁𝑎−1 ⊆ 𝑁；



证明：要证明 𝑖 , 𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖 等价，只需证明 𝑖 蕴含 𝑖𝑖 、 𝑖𝑖
蕴含 𝑖𝑖𝑖 、 𝑖𝑖𝑖 蕴含 𝑖 。

(1) 𝑖 蕴含 𝑖𝑖 ，先证𝑎𝑁𝑎−1 ⊆ 𝑁，对任意𝑏 ∈ 𝑎𝑁𝑎−1，存在
𝑛 ∈ 𝑁，使得𝑏 = 𝑎𝑛𝑎−1，因此𝑏𝑎 = 𝑎𝑛，又因为𝑎𝑁 = 𝑁𝑎，
所以存在𝑛′ ∈ 𝑁，使得𝑛′𝑎 = 𝑎𝑛 = 𝑏𝑎，所以𝑏 = 𝑏𝑒 =
𝑏𝑎𝑎−1 = 𝑛′𝑎𝑎−1 = 𝑛′ ∈ 𝑁，因此𝑎𝑁𝑎−1 ⊆ 𝑁；再证𝑁 ⊆
𝑎𝑁𝑎−1，对任意𝑏 ∈ 𝑁，因为𝑎𝑁 = 𝑁𝑎，所以存在𝑛′ ∈ 𝑁，使
得𝑏𝑎 = 𝑎𝑛′，因此𝑏 = 𝑎𝑛′𝑎−1 ∈ 𝑎𝑁𝑎−1，因此𝑁 ⊆ 𝑎𝑁𝑎−1。



(2) 𝑖𝑖 蕴含 𝑖𝑖𝑖 显然。



(2) 𝑖𝑖 蕴含 𝑖𝑖𝑖 显然。

(3) 𝑖𝑖𝑖 蕴含 𝑖 ，先证𝑎𝑁 ⊆ 𝑁𝑎，对任意𝑏 ∈ 𝑎𝑁，存在𝑛 ∈ 𝑁，
使得𝑏 = 𝑎𝑛，所以𝑏𝑎−1 = 𝑎𝑛𝑎−1 ∈ 𝑎𝑁𝑎−1 ⊆ 𝑁，因此存在
𝑛′ ∈ 𝑁，使得𝑏𝑎−1 = 𝑛′，此时𝑏 = 𝑛′𝑎 ∈ 𝑁𝑎，所以𝑎𝑁 ⊆ 𝑁𝑎。



(2) 𝑖𝑖 蕴含 𝑖𝑖𝑖 显然。

(3) 𝑖𝑖𝑖 蕴含 𝑖 ，先证𝑎𝑁 ⊆ 𝑁𝑎，对任意𝑏 ∈ 𝑎𝑁，存在𝑛 ∈ 𝑁，
使得𝑏 = 𝑎𝑛，所以𝑏𝑎−1 = 𝑎𝑛𝑎−1 ∈ 𝑎𝑁𝑎−1 ⊆ 𝑁，因此存在
𝑛′ ∈ 𝑁，使得𝑏𝑎−1 = 𝑛′，此时𝑏 = 𝑛′𝑎 ∈ 𝑁𝑎，所以𝑎𝑁 ⊆ 𝑁𝑎。
再证𝑁𝑎 ⊆ 𝑎𝑁，对任意𝑏 ∈ 𝑁𝑎，存在𝑛 ∈ 𝑁，使得𝑏 = 𝑛𝑎，
又因为𝑎 ∈ 𝐺，所以𝑎−1 ∈ 𝐺，由 𝑖𝑖𝑖 可知𝑎−1𝑁𝑎 =
𝑎−1𝑁 𝑎−1 −1 ⊆ 𝑁，因此𝑎−1𝑏 = 𝑎−1𝑛𝑎 ∈ 𝑎−1𝑁𝑎 ⊆ 𝑁，因此
存在ℎ′ ∈ 𝑁，使得𝑎−1𝑏 = ℎ′，此时𝑏 = 𝑎ℎ′ ∈ 𝑎𝑁，所以𝑁𝑎 ⊆
𝑎𝑁。



• 定理6.4.4 设𝑁是群𝐺的正规子群，𝐺/𝑁是𝑁在𝐺中的所有陪
集组成的集合，定义𝐺/𝑁上的运算∙为： 𝑎𝑁 𝑏𝑁 =
𝑎𝑏 𝑁，则 𝐺/𝑁,∙ 构成一个群，称为𝐺对于𝑁的商群。



证明：首先我们证明这样定义的运算是有意义的，即它确实定
义了一个映射，也就是说对于同一个陪集，选取不同的代表元
所得的运算结果是相同的，即对任意𝑎′ ∈ 𝑎𝑁, 𝑏′ ∈ 𝑏𝑁，都有
𝑎′𝑏′ 𝑁 = 𝑎𝑏 𝑁。事实上，对任意𝑔 ∈ 𝑎′𝑏′ 𝑁，存在𝑛 ∈ 𝑁，
使得𝑔 = 𝑎′𝑏′𝑛，又因为𝑎′ ∈ 𝑎𝑁, 𝑏′ ∈ 𝑏𝑁，所以存𝑛1, 𝑛2 ∈ 𝑁，
使得𝑎′ = 𝑎𝑛1, 𝑏

′ = 𝑏𝑛2，因此𝑔 = 𝑎′𝑏′𝑛 = 𝑎𝑛1𝑏𝑛2𝑛，因为𝑁是
𝐺的正规子群，因此𝑏𝑁 = 𝑁𝑏，所以存在𝑛′ ∈ 𝑁，使得𝑛1𝑏 =
𝑏𝑛′，所以𝑔 = 𝑎𝑛1𝑏𝑛2𝑛 = 𝑎𝑏𝑛′𝑛2𝑛 ∈ 𝑎𝑏𝑁，所以 𝑎′𝑏′ 𝑁 ⊆
𝑎𝑏 𝑁；另一方面，对任意𝑔 ∈ 𝑎𝑏 𝑁，存在𝑛 ∈ 𝑁，使得𝑔 =
𝑎𝑏𝑛，又因为𝑎′ ∈ 𝑎𝑁, 𝑏′ ∈ 𝑏𝑁，所以存𝑛1, 𝑛2 ∈ 𝑁，使得𝑎′ =
𝑎𝑛1, 𝑏

′ = 𝑏𝑛2，因此𝑔 = 𝑎𝑏𝑛 = 𝑎′𝑛1
−1𝑏′𝑛2

−1𝑛，同样因为𝑁是𝐺
的正规子群，因此𝑏′𝑁 = 𝑁𝑏′，所以存在𝑛′ ∈ 𝑁，使得𝑛1

−1𝑏′ =
𝑏′𝑛′，所以𝑔 = 𝑎′𝑛1

−1𝑏′𝑛2
−1𝑛 = 𝑎′𝑏′𝑛′𝑛2

−1𝑛 ∈ 𝑎′𝑏′𝑁，所以
𝑎𝑏 𝑁 ⊆ 𝑎′𝑏′ 𝑁。



接下来，我们还需要证明封闭性、结合律、单位元的存在性、
逆元的存在性。



接下来，我们还需要证明封闭性、结合律、单位元的存在性、
逆元的存在性。

封闭性：对于任意𝑔, 𝑔′ ∈ 𝐺/𝑁，存在𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，使得𝑔 =
𝑎𝑁, 𝑔′ = 𝑏𝑁，显然𝑎𝑏 ∈ 𝐺，则𝑔𝑔′ = 𝑎𝑏 𝑁 ∈ 𝐺/𝑁。



接下来，我们还需要证明封闭性、结合律、单位元的存在性、
逆元的存在性。

封闭性：对于任意𝑔, 𝑔′ ∈ 𝐺/𝑁，存在𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺，使得𝑔 =
𝑎𝑁, 𝑔′ = 𝑏𝑁，显然𝑎𝑏 ∈ 𝐺，则𝑔𝑔′ = 𝑎𝑏 𝑁 ∈ 𝐺/𝑁。

结合律：对于任意𝑔, 𝑔′, 𝑔′′ ∈ 𝐺/𝑁，存在𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺，使得𝑔 =
𝑎𝑁, 𝑔′ = 𝑏𝑁, 𝑔′′ = 𝑐𝑁，则 𝑔𝑔′ 𝑔′′ = 𝑎𝑁 𝑏𝑁 𝑐𝑁 =

𝑎𝑏 𝑁 (𝑐𝑁) = 𝑎𝑏 𝑐 𝑁 = 𝑎 𝑏𝑐 𝑁 = (𝑎𝑁)( 𝑏𝑐 𝑁 =

𝑎𝑁 𝑏𝑁 𝑐𝑁 = 𝑔(𝑔′𝑔′′)。



单位元：令𝑒′ = 𝑒𝑁，其中𝑒为𝐺的单位元，对于任意𝑔 ∈ 𝐺/𝑁，
存在𝑎 ∈ 𝐺，使得𝑔 = 𝑎𝑁，因此𝑔𝑒′ = 𝑎𝑁 𝑒𝑁 = 𝑎𝑒 𝑁 =
𝑎𝑁 = 𝑔，且𝑒′𝑔 = 𝑒𝑁 𝑎𝑁 = 𝑒𝑎 𝑁 = 𝑎𝑁 = 𝑔，因此𝑒′是
𝐺/𝑁的单位元。



单位元：令𝑒′ = 𝑒𝑁，其中𝑒为𝐺的单位元，对于任意𝑔 ∈ 𝐺/𝑁，
存在𝑎 ∈ 𝐺，使得𝑔 = 𝑎𝑁，因此𝑔𝑒′ = 𝑎𝑁 𝑒𝑁 = 𝑎𝑒 𝑁 =
𝑎𝑁 = 𝑔，且𝑒′𝑔 = 𝑒𝑁 𝑎𝑁 = 𝑒𝑎 𝑁 = 𝑎𝑁 = 𝑔，因此𝑒′是
𝐺/𝑁的单位元。

逆元：对于任意𝑔 ∈ 𝐺/𝑁，存在𝑎 ∈ 𝐺，使得𝑔 = 𝑎𝑁，令𝑔′ =
𝑎−1𝑁，则𝑔𝑔′ = 𝑎𝑁 𝑎−1𝑁 = 𝑎𝑎−1 𝑁 = 𝑒𝑁 = 𝑒′，𝑔′𝑔 =
𝑎−1𝑁 𝑎𝑁 = 𝑎−1𝑎 𝑁 = 𝑒𝑁 = 𝑒′，因此𝑔′是𝑔的逆元。



• 例上例中我们验证了 𝑍6 = 𝑍6: 𝑍
′
6 𝑍′6 。事实上由于𝑍6

是阿贝尔群，𝑍′6是它的子群，因此𝑍′6是它的正规子群，
所以𝑍6/𝑍

′
6也是一个群，我们知道它仅有两个元素：0 +

𝑍′6和1 + 𝑍′6。



• 定理6.4.5 （同态基本定理）设 𝑓是群𝐻到群𝐺的同态映射，
则ker(𝑓)是𝐻的正规子群，且存在群𝐻/ker(𝑓)到群𝑓(𝐻)的
同构映射𝑓′: 𝑎 ker 𝑓 → 𝑓(𝑎)，其中𝑎 ∈ 𝐻，且𝑓 = 𝑖 ∙ 𝑓′ ∙ 𝑠，
其中∙表示函数的复合运算，𝑖表示𝑓(𝐻)到𝐺的恒等映射，𝑠
表示𝐻到𝐻/ker(𝑓)的自然同态。



证明：首先证明ker(𝑓)是𝐻的正规子群，由定理6.3.3，仅需证
明对任意𝑎 ∈ 𝐻，都有𝑎 ker 𝑓 𝑎−1 ⊆ ker 𝑓 ，事实上，对任
意𝑏 ∈ 𝑎 ker 𝑓 𝑎−1，存在𝑒′ ∈ ker 𝑓 ，使得𝑏 = 𝑎𝑒′𝑎−1，因为
𝑒′ ∈ ker 𝑓 ，所以𝑓 𝑒′ = 𝑒，其中𝑒为𝐺的单位元，又因为
𝑓 𝑏 = 𝑓 𝑎𝑒′𝑎−1 = 𝑓 𝑎 𝑓 𝑒′ 𝑓 𝑎−1 = 𝑓 𝑎 𝑒𝑓(𝑎)−1 = 𝑒，所
以𝑏 ∈ ker 𝑓 ，所以𝑎 ker 𝑓 𝑎−1 ⊆ ker 𝑓 。



接下来我们证明𝑓′是同构映射。



接下来我们证明𝑓′是同构映射。

同态性：对于任意𝑎′, 𝑏′ ∈ 𝐻/ker(𝑓)，存在𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻，使得𝑎′ =
𝑎 ker 𝑓 , 𝑏′ = 𝑏 ker(𝑓)，因此𝑓′ 𝑎′ 𝑓′ 𝑏′ = 𝑓 𝑎 𝑓 𝑏 =
𝑓 𝑎𝑏 = 𝑓′ 𝑎𝑏 ker 𝑓 = 𝑓′( 𝑎 ker 𝑓 𝑏 ker 𝑓 ) = 𝑓′(𝑎′𝑏′)。



接下来我们证明𝑓′是同构映射。

同态性：对于任意𝑎′, 𝑏′ ∈ 𝐻/ker(𝑓)，存在𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻，使得𝑎′ =
𝑎 ker 𝑓 , 𝑏′ = 𝑏 ker(𝑓)，因此𝑓′ 𝑎′ 𝑓′ 𝑏′ = 𝑓 𝑎 𝑓 𝑏 =
𝑓 𝑎𝑏 = 𝑓′ 𝑎𝑏 ker 𝑓 = 𝑓′( 𝑎 ker 𝑓 𝑏 ker 𝑓 ) = 𝑓′(𝑎′𝑏′)。

单射：若𝑎′, 𝑏′ ∈ 𝐻/ker(𝑓)，使得𝑓′ 𝑎′ = 𝑓′(𝑏′)，则存在𝑎, 𝑏 ∈
𝐻，使得𝑎′ = 𝑎 ker 𝑓 , 𝑏′ = 𝑏 ker(𝑓)，且𝑓 𝑎 = 𝑓(𝑏)，因此
𝑓 𝑎𝑏−1 = 𝑓 𝑎 𝑓 𝑏−1 = 𝑓 𝑎 𝑓 𝑏 −1 = 𝑓 𝑎 𝑓 𝑎 −1 = 𝑒，所以
𝑎𝑏−1 ∈ ker(𝑓)，由定理6.3.1(𝑖𝑖𝑖)可知𝑎 ker 𝑓 = 𝑏 ker(𝑓)，即
𝑎′ = 𝑏′，所以𝑓′是单射。



接下来我们证明𝑓′是同构映射。

同态性：对于任意𝑎′, 𝑏′ ∈ 𝐻/ker(𝑓)，存在𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻，使得𝑎′ =
𝑎 ker 𝑓 , 𝑏′ = 𝑏 ker(𝑓)，因此𝑓′ 𝑎′ 𝑓′ 𝑏′ = 𝑓 𝑎 𝑓 𝑏 =
𝑓 𝑎𝑏 = 𝑓′ 𝑎𝑏 ker 𝑓 = 𝑓′( 𝑎 ker 𝑓 𝑏 ker 𝑓 ) = 𝑓′(𝑎′𝑏′) 。

单射：若𝑎′, 𝑏′ ∈ 𝐻/ker(𝑓)，使得𝑓′ 𝑎′ = 𝑓′(𝑏′)，则存在𝑎, 𝑏 ∈
𝐻，使得𝑎′ = 𝑎 ker 𝑓 , 𝑏′ = 𝑏 ker(𝑓)，且𝑓 𝑎 = 𝑓(𝑏)，因此
𝑓 𝑎𝑏−1 = 𝑓 𝑎 𝑓 𝑏−1 = 𝑓 𝑎 𝑓 𝑏 −1 = 𝑓 𝑎 𝑓 𝑎 −1 = 𝑒，所以
𝑎𝑏−1 ∈ ker(𝑓)，由定理6.3.1(𝑖𝑖𝑖)可知𝑎 ker 𝑓 = 𝑏 ker(𝑓)，即
𝑎′ = 𝑏′，所以𝑓′是单射。

满射：对任意𝑔 ∈ 𝑓(𝐻)，由𝑓(𝐻)定义可知，存在ℎ ∈ 𝐻，使得
𝑔 = 𝑓(ℎ)，令ℎ′ = ℎ ker 𝑓 ，则𝑓 ℎ′ = 𝑓 ℎ = 𝑔，因此𝑓′是满
射。



容易验证𝑓 = 𝑖 ∙ 𝑓′ ∙ 𝑠。



容易验证𝑓 = 𝑖 ∙ 𝑓′ ∙ 𝑠。

• 例上例中我们证明了𝑍′6是𝑍6的正规子群，所以𝑍6/𝑍
′
6也

是一个群，它的阶为2，仅包含两个元素0 + 𝑍′6和1 + 𝑍′6。
从另一个角度来看，如果我们定义𝑍6到𝑍2的映射：𝑓: 𝑎 →
𝑎 𝑚𝑜𝑑 2，则ker 𝑓 = 𝑍′6，𝑓(𝑍6) = 𝑍2，由定理6.4.5可知
存在群𝑍6/𝑍

′
6到𝑍2的同构：𝑓′: 𝑎 + 𝑍′6 → 𝑓 𝑎 = 𝑎 𝑚𝑜𝑑 2，

即𝑍6/𝑍
′
6 ≅ 𝑍2。因为𝑍′6 ≅ 𝑍3，有时我们会写成𝑍6 = 𝑍3 ×

𝑍2。



• 定义6.5.1 设𝐺是一个群，如果存在𝑎 ∈ 𝐺，对任意𝑔 ∈ 𝐺，
存在𝑛 ∈ 𝑍，使得𝑔 = 𝑎𝑛，则称𝐺是一个循环群。

§6.5 循环群



• 定义6.5.1 设𝐺是一个群，如果存在𝑎 ∈ 𝐺，对任意𝑔 ∈ 𝐺，
存在𝑛 ∈ 𝑍，使得𝑔 = 𝑎𝑛，则称𝐺是一个循环群。

• 例 𝑍6关于模加运算构成一个群，且对于任意𝑛 ∈ 𝑁，都有
𝑛 = 𝑛 1，因此𝑍6是一个循环群。

§6.5 循环群



• 定理6.5.1 设𝐺是一个群， 𝐻𝑖|𝑖 ∈ 𝐼 是𝐺的一组子群，则
。𝑖∈𝐼𝐻𝑖也是𝐺的子群ځ



• 定理6.5.1 设𝐺是一个群， 𝐻𝑖|𝑖 ∈ 𝐼 是𝐺的一组子群，则
。𝑖∈𝐼𝐻𝑖也是𝐺的子群ځ

证明：显然ځ𝑖∈𝐼𝐻𝑖非空，对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝑖∈𝐼𝐻𝑖，显然对每个ځ
𝑖 ∈ 𝐼，都有𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻𝑖，所以𝑎𝑏−1 ∈ 𝐻𝑖，因此𝑎𝑏−1 ∈ ，𝑖∈𝐼𝐻𝑖ځ
由定理6.2.6可知ځ𝑖∈𝐼𝐻𝑖也是一个群。



• 定义6.5.2 设𝐺是一个群，𝑋 ⊆ 𝐺，设 𝐻𝑖|𝑖 ∈ 𝐼 是𝐺的所有
包含𝑋的子群，则ځ𝑖∈𝐼𝐻𝑖称为𝑋生成的子群，记为< 𝑋 >。
如果|𝑋|有限，则称< 𝑋 >是有限生成的，特别的，如果
𝑋 = {𝑥}，则称ځ𝑖∈𝐼𝐻𝑖 为𝑥生成的群。



• 定理6.5.2 设𝐺是一个群，𝑋 ⊆ 𝐺, 𝑋 ≠ ∅，则< 𝑋 > =

𝑎1
𝑛1𝑎2

𝑛2 ⋯𝑎𝑡
𝑛𝑡|𝑡 ∈ 𝑍+, 𝑎𝑖 ∈ 𝑋, 𝑛𝑖 ∈ 𝑍, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 ，特别的，

对任意𝑎 ∈ 𝐺，有< 𝑎 > = {𝑎𝑛|𝑛 ∈ 𝑍}。



• 定理6.5.2 设𝐺是一个群，𝑋 ⊆ 𝐺, 𝑋 ≠ ∅，则< 𝑋 > =

𝑎1
𝑛1𝑎2

𝑛2 ⋯𝑎𝑡
𝑛𝑡|𝑡 ∈ 𝑍+, 𝑎𝑖 ∈ 𝑋, 𝑛𝑖 ∈ 𝑍, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 ，特别的，

对任意𝑎 ∈ 𝐺，有< 𝑎 > = {𝑎𝑛|𝑛 ∈ 𝑍}。

• 显然< 𝑎 >是循环群。



• 例整数集𝑍关于加法构成一个群，0是其单位元。设𝐻 ≤ 𝑍，
则𝐻是循环群，且𝐻 =< 0 > = {0}或𝐻 =< 𝑚 >= 𝑚𝑍，其
中𝑚 ∈ 𝑍+，进一步当𝐻 =< 0 >时，它是有限群，当𝐻 =
< 𝑚 >时，他是无限群。



• 例整数集𝑍关于加法构成一个群，0是其单位元。设𝐻 ≤ 𝑍，
则𝐻是循环群，且𝐻 =< 0 > = {0}或𝐻 =< 𝑚 >= 𝑚𝑍，其
中𝑚 ∈ 𝑍+，进一步当𝐻 =< 0 >时，它是有限群，当𝐻 =
< 𝑚 >时，他是无限群。

证明：若𝐻是由0生成的，则𝐻 =< 0 > = {0}，否则，存在
𝑎 ∈ 𝐻, 𝑎 ≠ 0，因为𝐻 ≤ 𝑍，所以𝑎的逆元−𝑎 ∈ 𝐻，所以𝐻中
有正整数，设𝑚为𝐻中最小的正整数，则𝐻 =< 𝑚 >，如若
不然，则存在𝑎 ∈ 𝐻 ⊆ 𝑍，且𝑚 ∤ 𝑎，所以存在𝑞, 𝑟 ∈ 𝑍, 0 <
𝑟 < 𝑚，使得𝑎 = 𝑞𝑚 + 𝑟，由群的性质可知𝑟 ∈ 𝐻，与𝑚为𝐻
中最小的正整数矛盾，因此𝐻 =< 𝑚 >= 𝑚𝑍。

显然< 0 >的阶为1，所以< 0 >是有限群，而𝑚𝑍中有无限个
元素，因此它是无限群。



• 定理6.5.3 设𝐺是一个循环群，则存在𝑔 ∈ 𝐺，使得𝐺 =
𝑔𝑛 𝑛 ∈ 𝑁 。进一步，如果𝐺是有限群，令𝑚 = |𝐺|，则
𝐺 = 𝑔𝑛 𝑛 = 0,1,… ,𝑚 − 1 ，如果𝐺是无限群，则对任意

𝑛, 𝑛′ ∈ 𝑁, 𝑛 ≠ 𝑛′，都有𝑔𝑛 ≠ 𝑔𝑛
′
。



证明：因为𝐺是循环群，因此存在𝑔 ∈ 𝐺，对任意𝑎 ∈ 𝐺，存
在𝑛 ∈ 𝑁，使得𝑎 = 𝑔𝑛，令𝐻 = 𝑔𝑛 𝑛 ∈ 𝑁 ，显然𝐺 ⊆ 𝐻，现
在证明𝐻 ⊆ 𝐺，对任意𝑏 ∈ 𝐻，存在𝑛 ∈ 𝑁，使得𝑏 = 𝑔𝑛，又
因为𝑔 ∈ 𝐺且𝐺是群，因此𝑔𝑛 ∈ 𝐺，即𝑏 ∈ 𝐺，因此𝐻 ⊆ 𝐺，所
以𝐺 = 𝐻。



如果𝐺是有限群，𝑚 = |𝐺|，令𝐻 = 𝑔𝑛 𝑛 = 0,1,… ,𝑚 − 1 ，
由于𝑔 ∈ 𝐺且𝐺是群，因此对𝑛 = 0,1,… ,𝑚 − 1，都有𝑔𝑛 ∈ 𝐺，
因此𝐻 ⊆ 𝐺。现在我们证明𝑔𝑛两两不同，其中𝑛 =

0,1,… ,𝑚 − 1，如果存在0 ≤ 𝑛 < 𝑛′ ≤ 𝑚 − 1，使得𝑔𝑛 = 𝑔𝑛
′
，

则𝑔𝑛
′−𝑛 = 𝑒，其中𝑒为𝐺的单位元，且0 < 𝑛′ − 𝑛 ≤ 𝑚 − 1，

此时对任意𝑎 ∈ 𝐺，存在𝑖 ∈ 𝑁，使得𝑎 = 𝑔𝑖，则存在𝑞, 𝑟 ∈
𝑁, 0 ≤ 𝑟 < 𝑛′ − 𝑛 ≤ 𝑚 − 1，使得𝑖 = 𝑞 𝑛′ − 𝑛 + 𝑟，此时𝑎 =

𝑔𝑖 = 𝑔𝑞 𝑛′−𝑛 +𝑟 = (𝑔𝑛
′−𝑛)𝑞𝑔𝑟 = 𝑒𝑞𝑔𝑟 = 𝑔𝑟，𝐺 ⊆

𝑔𝑛 𝑛 = 0,1,… ,𝑚 − 2 ，与 𝐺 = 𝑚矛盾，所以 𝐻 = 𝑚 = |𝐺|，
因此𝐻 = 𝐺。



如果𝐺是无限群，如果存在𝑛, 𝑛′ ∈ 𝑁, 𝑛 ≠ 𝑛′，使得𝑔𝑛 = 𝑔𝑛
′
，

不妨设𝑛′ > 𝑛，则𝑔𝑛
′−𝑛 = 𝑒，其中𝑒为𝐺的单位元，此时对任

意𝑎 ∈ 𝐺，存在𝑖 ∈ 𝑁，使得𝑎 = 𝑔𝑖，则存在𝑞, 𝑟 ∈ 𝑁, 0 ≤ 𝑟 <

𝑛′ − 𝑛，使得𝑖 = 𝑞 𝑛′ − 𝑛 + 𝑟，此时𝑎 = 𝑔𝑖 = 𝑔𝑞 𝑛′−𝑛 +𝑟 =

(𝑔𝑛
′−𝑛)𝑞𝑔𝑟 = 𝑒𝑞𝑔𝑟 = 𝑔𝑟，𝐺 ⊆ 𝑔𝑛 𝑛 = 0,1,… , 𝑛′ − 𝑛 − 1 ，

与𝐺是无限群矛盾，得证。



• 事实上，如果𝐺是有限群，𝑚 = |𝐺|，则𝑔𝑚 = 𝑒，否则存
在1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚 − 1，使得𝑔𝑚 = 𝑔𝑛，则𝑔𝑚−𝑛 = 𝑒，类似定
理证明，可知𝐺 ⊆ 𝑔𝑛 𝑛 = 0,1,… ,𝑚 − 𝑛 − 1 ，与 𝐺 = 𝑚
矛盾。



• 定理6.5.4 设𝐺是一个循环群，如果它是无限群，则𝐺 ≅ 𝑍，
否则令𝑚 = |𝐺|，则𝐺 ≅ 𝑍/𝑚𝑍。



• 定理6.5.4 设𝐺是一个循环群，如果它是无限群，则𝐺 ≅ 𝑍，
否则令𝑚 = |𝐺|，则𝐺 ≅ 𝑍/𝑚𝑍。

证明：因为𝐺是循环群，所以存在𝑔 ∈ 𝐺，对任意𝑎 ∈ 𝐺，存
在𝑛 ∈ 𝑍，使得𝑎 = 𝑔𝑛。定义𝑍到𝐺的映射：𝑓: 𝑛 → 𝑔𝑛，则对

任意𝑛, 𝑛′ ∈ 𝑍，因为𝐺是循环群，因此𝑔𝑛, 𝑔𝑛
′
∈ 𝐺，此时有

𝑓 𝑛 + 𝑛′ = 𝑔𝑛+𝑛
′
= 𝑔𝑛𝑔𝑛

′
= 𝑓 𝑛 𝑓(𝑛′)，因此𝑓是同态映射；

又因为对任意𝑎 ∈ 𝐺，存在𝑛 ∈ 𝑍，使得𝑎 = 𝑔𝑛，因此存在𝑛 ∈
𝑍，使得𝑓 𝑛 = 𝑔𝑛 = 𝑎，所以𝑓 𝑍 = 𝐺，由定理6.3.5可知
𝐺 = 𝑓(𝑍) ≅ 𝑍/ker(𝑓)，



• 定理6.5.4 设𝐺是一个循环群，如果它是无限群，则𝐺 ≅ 𝑍，
否则令𝑚 = |𝐺|，则𝐺 ≅ 𝑍/𝑚𝑍。

证明：因为𝐺是循环群，所以存在𝑔 ∈ 𝐺，对任意𝑎 ∈ 𝐺，存
在𝑛 ∈ 𝑍，使得𝑎 = 𝑔𝑛。定义𝑍到𝐺的映射：𝑓: 𝑛 → 𝑔𝑛，则对

任意𝑛, 𝑛′ ∈ 𝑍，因为𝐺是循环群，因此𝑔𝑛, 𝑔𝑛
′
∈ 𝐺，此时有

𝑓 𝑛 + 𝑛′ = 𝑔𝑛+𝑛
′
= 𝑔𝑛𝑔𝑛

′
= 𝑓 𝑛 𝑓(𝑛′)，因此𝑓是同态映射；

又因为对任意𝑎 ∈ 𝐺，存在𝑛 ∈ 𝑍，使得𝑎 = 𝑔𝑛，因此存在𝑛 ∈
𝑍，使得𝑓 𝑛 = 𝑔𝑛 = 𝑎，所以𝑓 𝑍 = 𝐺，由定理6.3.5可知
𝐺 = 𝑓(𝑍) ≅ 𝑍/ker(𝑓)，如果 𝐺 = 𝑚，则由定理6.4.3可知
ker 𝑓 = 𝑚𝑍，因此𝐺 ≅ 𝑍/ker(𝑓) = 𝑍/𝑚𝑍；如果𝐺是无线群，
则由定理6.4.3可知ker 𝑓 = {0}，因此𝐺 ≅ 𝑍/ker(𝑓) =
𝑍/{0} ≅ 𝑍。



• 定理6.5.5 循环群的子群仍是循环群。

• 定理6.5.6 设𝐺是一个循环群，𝑎是它的生成元。如果𝐺是无
限群，则𝑎和𝑎−1是它的所有生成元；如果𝐺是有限群，则
𝑎𝑘是它的生成元当且仅当 𝑘,𝑚 = 1，其中𝑚 = |𝐺|。



• 定义6.6.1 设𝑆 = {1,2,… , 𝑛}，称𝑆到其自身的映射𝜎是一个
置换或𝑛元置换，如果𝜎是双射，即

𝜎: 𝑆
𝑘

→ 𝑆
↦ 𝑖𝑘

且对任意1 ≤ 𝑘 < 𝑘′ ≤ 𝑛，都有𝑖𝑘 ≠ 𝑖𝑘′。

§6.6 置换群



• 定义6.6.1 设𝑆 = {1,2,… , 𝑛}，称𝑆到其自身的映射𝜎是一个
置换或𝑛元置换，如果𝜎是双射，即

𝜎: 𝑆
𝑘

→ 𝑆
↦ 𝑖𝑘

且对任意1 ≤ 𝑘 < 𝑘′ ≤ 𝑛，都有𝑖𝑘 ≠ 𝑖𝑘′。

• 通常将𝑛元置换置换𝜎写成
1 2

𝜎(1) 𝜎(2)

⋯ 𝑛
⋯ 𝜎(𝑛) 的形式。

§6.6 置换群



• 例 𝜎 =
1 2
6 5

3 4
4 2

5 6
1 3

是𝑆 = {1,2,3,4,5,6}上的一个

置换，也可以写成
5 6
1 3

4 2
2 5

3 1
4 6

的形式。



• 置换的乘法：设𝜎和𝜎′是𝑆上两个置换，则它们的乘积𝜎𝜎′
也是一个置换，且 𝜎𝜎′ 𝑖 = 𝜎(𝜎′ 𝑖 )。



• 置换的乘法：设𝜎和𝜎′是𝑆上两个置换，则它们的乘积𝜎𝜎′
也是一个置换，且 𝜎𝜎′ 𝑖 = 𝜎(𝜎′ 𝑖 )。

• 如果把置换看作𝑆到自身的函数，则置换乘法就是函数复
合运算。



• 例令𝜎 =
1 2
6 5

3 4
4 2

5 6
1 3

和𝜎′ =

1 2
5 6

3 4
4 2

5 6
3 1

是𝑆 = {1,2,3,4,5,6}上的置换，则

𝜎𝜎′ =
1 2
6 5

3 4
4 2

5 6
1 3

1 2
5 6

3 4
4 2

5 6
3 1

=

5 6
1 3

4 2
2 5

3 1
4 6

1 2
5 6

3 4
4 2

5 6
3 1

=

1 2
1 3

3 4
2 5

5 6
4 6

。



• 置换的逆变换：设𝜎 =
1 2

𝜎(1) 𝜎(2)

⋯ 𝑛
⋯ 𝜎(𝑛) ，则其逆

变换为𝜎−1 =
𝜎(1) 𝜎(2)
1 2

⋯ 𝜎(𝑛)
⋯ 𝑛

。



• 置换的逆变换：设𝜎 =
1 2

𝜎(1) 𝜎(2)

⋯ 𝑛
⋯ 𝜎(𝑛) ，则其逆

变换为𝜎−1 =
𝜎(1) 𝜎(2)
1 2

⋯ 𝜎(𝑛)
⋯ 𝑛

。

• 例 𝜎 =
1 2
6 5

3 4
4 2

5 6
1 3

是𝑆 = {1,2,3,4,5,6}上的一个

置换，它的逆变换𝜎−1 =
6 5
1 2

4 2
3 4

1 3
5 6

=

1 2
5 4

3 4
6 3

5 6
2 1

。



• 定理6.6.1 𝑛元置换全体组成的集合𝑆𝑛关于置换乘法构成一
个群，其阶为𝑛!。



• 定理6.6.1 𝑛元置换全体组成的集合𝑆𝑛关于置换乘法构成一
个群，其阶为𝑛!。

证明：两个𝑛元置换的乘积仍是𝑛元置换，因此𝑆𝑛关于置换乘
法封闭。又由函数复合满足结合律易知𝑆𝑛关于置换乘法满足

结合律。易验证恒等置换
1 2
1 2

⋯ 𝑛
⋯ 𝑛

为其单位元，对任

意𝑛元置换𝜎，其逆变换𝜎−1为其逆元。因此𝑆𝑛关于置换乘法
构成一个群。又因为 1,2,⋯ , 𝑛 在置换𝜎下的像
𝜎 1 , 𝜎 2 ,⋯ , 𝜎(𝑛) 是 1,2,⋯ , 𝑛 的一个排列，这样的排列
共有𝑛!个，因此 𝑆𝑛 = 𝑛!。



• 定义6.6.2 设𝜎是一个𝑛元置换，如果存在𝐼 =
𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑘 ⊆ 1,2,…𝑛 ，使得𝜎 𝑖𝑗 = 𝑖𝑗+1, 𝜎 𝑖𝑘 = 𝑖1，其

中𝑗 = 1,2,… , 𝑘 − 1，并且对任意𝑗 ∈ 1,2,…𝑛 \I，都有
𝜎 𝑗 = 𝑗，那么称𝜎是一个𝑘-轮换，记作 𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑘 。



• 定理6.6.2 任意置换都可以表示为不相交的轮换的乘积，
且在不考虑乘法顺序的情况下，该表示是唯一的。



证明：对任意𝑛元置换𝜎，取序列𝑖1 = 1, 𝜎 1 , 𝜎 𝜎 1 ,…，由于𝜎

是𝑛元置换，则存在非负整数𝑘，使得𝜎𝑘 1 = 1，令𝑘1是最小的
这样的𝑘，则1, 𝜎 1 , 𝜎 𝜎 1 ,… , 𝜎𝑘1−1 1 各不相同，且𝜎1 =

1, 𝜎 1 , 𝜎 𝜎 1 ,… , 𝜎𝑘1−1 1 是一个𝑘1-轮换，任取𝑖2 ∈

1,2,…𝑛 \{1, 𝜎 1 , 𝜎 𝜎 1 ,… , 𝜎𝑘1−1 1 }，取序列

𝑖2, 𝜎 𝑖2 , 𝜎 𝜎 𝑖2 , …，同样的，存在非负整数𝑘，使得𝜎𝑘 𝑖2 =

𝑖2，令𝑘2是最小的这样的𝑘，则𝑖2, 𝜎 𝑖2 , 𝜎 𝜎 𝑖2 , … , 𝜎𝑘2−1 𝑖2 各

不相同，且𝜎2 = 𝑖2, 𝜎 𝑖2 , 𝜎 𝜎 𝑖2 , … , 𝜎𝑘2−1 𝑖2 是一个𝑘2-轮换，

如此继续，直至 1,2,…𝑛 中所有元素都在某一个轮换中出现，

设最后一个得到的轮换为 𝜎𝑗 = 𝑖𝑗 , 𝜎 𝑖𝑗 , 𝜎 𝜎 𝑖𝑗 , … , 𝜎𝑘𝑗−1 𝑖𝑗 ，

是一个𝑘𝑗-轮换，



显然这样得到的轮换两两不交，所以它们之间的乘法满足交换
律，且 1,2,… , 𝑛 = 𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑗。

若存在轮换的乘积𝜏1𝜏2⋯𝜏𝑙 = 𝜎，则存在𝑘1 ∈ {1,2,… , 𝑙}，使得

𝜏𝑘1 1 = 𝜎 1 = 𝜎1(1)，此时易得𝜏𝑘1 = 𝜎1，所以ς𝑖=1,𝑖≠𝑘1
𝑙 𝜏𝑖 =

ς𝑖=2
𝑗

𝜎𝑖，则存在𝑘2 ∈ 1,2,… , 𝑙 \{𝑘1}，使得𝜏𝑘2 𝑖2 = 𝜎 𝑖2 =

𝜎2(𝑖2)，此时易得𝜏𝑘2 = 𝜎2 ,所以ς𝑖=1,𝑖≠𝑘1,𝑖≠𝑘2
𝑙 𝜏𝑖 = ς𝑖=3

𝑗
𝜎𝑖 ，如

此继续，最终可得 𝑙 = 𝑗，且存在1,2,… , 𝑗的一个排列𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑗，

使得𝜏𝑘𝑖 = 𝜎𝑖对所有的𝑖 ∈ 1,2,… , 𝑗 都成立，即在不计乘法顺序

的情况下，该表示唯一。



• 例 𝜎 =
1 2
6 5

3 4
1 2

5 6
4 3

是𝑆 = {1,2,3,4,5,6}上的一个

置换，可表示为两个轮换的乘积，即
1 2
6 5

3 4
1 2

5 6
4 3

= 1,6,3 2,5,4 。



• 定义6.6.3 设𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛是一个𝑛元排列，则(𝑖𝑘 , 𝑖𝑙)称为该排
列的一个逆序，如果𝑖𝑘 > 𝑖𝑙，其中1 ≤ 𝑘 < 𝑙 ≤ 𝑛。排列中
逆序的个数称为该排列的逆序数，记为[𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛]。



• 定义6.6.3 设𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛是一个𝑛元排列，则(𝑖𝑘 , 𝑖𝑙)称为该排
列的一个逆序，如果𝑖𝑘 > 𝑖𝑙，其中1 ≤ 𝑘 < 𝑙 ≤ 𝑛。排列中
逆序的个数称为该排列的逆序数，记为[𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑛]。

• 定理6.6.3 设𝜎是一个𝑛元置换，则它可以表示成若干个对
换（2-轮换）的乘积，且对换个数的奇偶性与𝜎的逆序数
[𝜎 1 , 𝜎 2 ,⋯ , 𝜎 𝑛 ]的奇偶性相同。



• 定义6.6.4 置换𝜎称为偶置换，如果它可以表示为偶数个对
换的乘积；𝜎称为奇置换，如果它可以表示为奇数个对换
的乘积。



• 定义6.6.4 置换𝜎称为偶置换，如果它可以表示为偶数个对
换的乘积；𝜎称为奇置换，如果它可以表示为奇数个对换
的乘积。

• 定理6.6.4 𝑛元偶置换全体关于置换的乘法构成一个群，它
的阶为𝑛!/2。


