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第五章素性检验



• 由费马小定理，我们知道对于大于1的正整数𝑛，如果存在
整数𝑏, 𝑏, 𝑛 = 1，使得𝑏𝑛−1 ≢ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则𝑛是合数。

§5.1 拟素数



§5.1 拟素数

• 由费马小定理，我们知道对于大于1的正整数𝑛，如果存在
整数𝑏, 𝑏, 𝑛 = 1，使得𝑏𝑛−1 ≢ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则𝑛是合数。

• 例判断𝑛 = 63是否为素数



§5.1 拟素数

• 由费马小定理，我们知道对于大于1的正整数𝑛，如果存在
整数𝑏, 𝑏, 𝑛 = 1，使得𝑏𝑛−1 ≢ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则𝑛是合数。

• 例判断𝑛 = 63是否为素数

因为263−1 = 26∙10+2 = 6410 ∙ 4 ≡ 1 ∙ 4 ≢ 1 (𝑚𝑜𝑑 63)，因此
63不是素数。



• 那么给定大于1的正整数𝑛和整数𝑏， 𝑏, 𝑛 = 1，如果
𝑏𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，那么能判定𝑛是素数吗？



• 那么给定大于1的正整数𝑛和整数𝑏， 𝑏, 𝑛 = 1，如果
𝑏𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，能判定𝑛是素数吗？

• 𝑛不一定是素数。事实上863−1 = 82∙31 = 6431 ≡
1 (𝑚𝑜𝑑 63)。



• 定义5.1.1 设𝑛 > 1为奇合数，若存在整数𝑏，使得𝑏𝑛−1 ≡
1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则𝑛称为对于基𝑏的拟素数。



• 定义5.1.1 设𝑛 > 1为奇合数，若存在整数𝑏，使得𝑏𝑛−1 ≡
1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则𝑛称为对于基𝑏的拟素数。

• 由前例可知63为对于基8的拟素数。



• 定义5.1.1 设𝑛 > 1为奇合数，若存在整数𝑏，使得𝑏𝑛−1 ≡
1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则𝑛称为对于基𝑏的拟素数。

• 由前例可知63为对于基8的拟素数。

• 例由2340 = (210)34≡ 134 = 1 (𝑚𝑜𝑑 341)可知341 = 11 ∙
31是对于基2的拟素数；由2560 = (240)14≡ 114 =
1 (𝑚𝑜𝑑 561)可知561 = 3 ∙ 11 ∙17是对于基2的拟素数。



• 定理5.1.1 设𝑛, 𝑑 ∈ 𝑍+，若𝑑|𝑛，那么 2𝑑 − 1 |(2𝑛 − 1)。



• 定理5.1.1 设𝑛, 𝑑 ∈ 𝑍+，若𝑑|𝑛，那么 2𝑑 − 1 |(2𝑛 − 1)。

证明：因为𝑑|𝑛，因此存在𝑞 ∈ 𝑍+，使得𝑛 = 𝑑𝑞，则2𝑛 − 1 =

2𝑑𝑞 − 1 = (2𝑑 − 1)(2𝑑 𝑞−1 + 2𝑑 𝑞−2 +⋯+ 1)，得证。



• 定理5.1.2 存在无穷多个对于基2的拟素数。



• 定理5.1.2 存在无穷多个对于基2的拟素数。

证明：令𝑛0 = 341，对于𝑖 ∈ 𝑍+，令𝑛𝑖 = 2𝑛𝑖−1 − 1，如果能
证明对于所有𝑖，𝑛𝑖都是对于基2的拟素数，则定理得证。

事实上，由前例可知𝑛0 = 341为对于基2的拟素数。

设𝑛𝑖是对于基2的拟素数，则存在𝑞, 𝑑 ∈ 𝑍, 𝑞, 𝑑 > 1，使得
𝑛𝑖 = 𝑑𝑞 ，由定理5.1.1可知， 1 < 2𝑑 − 1 |(2𝑛𝑖 − 1) = 𝑛𝑖+1 ，

因此𝑛𝑖+1为奇合数。另一方面由于𝑛𝑖是对于基2的拟素数，因
此2𝑛𝑖−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑖)，所以𝑛𝑖|2 2𝑛𝑖−1 − 1 = 𝑛𝑖+1 − 1，由
定理5.1.1可知𝑛𝑖+1 = 2𝑛𝑖 − 1 | 2𝑛𝑖+1−1 − 1 ，即2𝑛𝑖+1−1 ≡
1 𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑖+1 ，所以𝑛𝑖+1是对于基2的拟素数，得证。



• 定理5.1.3 设𝑛是一个奇合数， 𝑏, 𝑏1,𝑏2为与𝑛互素的整数，则

(𝑖) 𝑛是对于基𝑏的拟素数当且仅当𝑏模𝑛的次数整除𝑛 − 1；

(𝑖𝑖)若𝑛是对于基𝑏1和𝑏2的拟素数，则𝑛也是对于基𝑏1𝑏2的拟素
数；

(𝑖𝑖𝑖)若𝑛是对于基𝑏的拟素数，则𝑛也是对于基𝑏−1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)的拟
素数；

(𝑖𝑣)若𝑏𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)不成立，那么模𝑛的简化剩余系中至少
有一半的数不满足同余式𝑥𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)。



(𝑖𝑣)的证明：设𝑎1, ⋯ , 𝑎𝜑(𝑛)是模𝑛的一组简化剩余系，其中

𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑘满足同余式𝑥𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，𝑎𝑘+1, ⋯ , 𝑎𝜑(𝑛)不满足

同余式𝑥𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则𝑏𝑎1, ⋯ , 𝑏𝑎𝜑(𝑛)也构成模𝑛的一组

简化剩余系，且𝑏𝑎1, ⋯ , 𝑏𝑎𝑘不满足同余式𝑥𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，
因此存在𝑎𝑘+1

′ , ⋯ , 𝑎𝜑(𝑛)
′ ，使得𝑎𝑘+1 ≡ 𝑎𝑘+1

′ , ⋯ , 𝑎𝜑 𝑛 ≡

𝑎𝜑 𝑛
′ (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，且𝑏𝑎1, ⋯ , 𝑏𝑎𝑘 ∈ {𝑎𝑘+1

′ , ⋯ , 𝑎𝜑(𝑛)
′ }，故𝑘 ≤

𝜑 𝑛 − 𝑘，即𝜑 𝑛 − 𝑘 ≥
𝜑(𝑛)

2
，得证。



(𝑖𝑣)的证明：设𝑎1, ⋯ , 𝑎𝜑(𝑛)是模𝑛的一组简化剩余系，其中

𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑘满足同余式𝑥𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，𝑎𝑘+1, ⋯ , 𝑎𝜑(𝑛)不满足

同余式𝑥𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则𝑏𝑎1, ⋯ , 𝑏𝑎𝜑(𝑛)也构成模𝑛的一组

简化剩余系，且𝑏𝑎1, ⋯ , 𝑏𝑎𝑘不满足同余式𝑥𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，
因此存在𝑎𝑘+1

′ , ⋯ , 𝑎𝜑(𝑛)
′ ，使得𝑎𝑘+1 ≡ 𝑎𝑘+1

′ , ⋯ , 𝑎𝜑 𝑛 ≡

𝑎𝜑 𝑛
′ (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，且𝑏𝑎1, ⋯ , 𝑏𝑎𝑘 ∈ {𝑎𝑘+1

′ , ⋯ , 𝑎𝜑(𝑛)
′ }，故𝑘 ≤

𝜑 𝑛 − 𝑘，即𝜑 𝑛 − 𝑘 ≥
𝜑(𝑛)

2
，得证。

• 此时对于随机选取的与𝑛互素的整数𝑎𝑖，至少有
1

2
的概率可

判断出𝑛是合数。



• 算法5.1.1（费马素性检验）给定正奇数𝑛和参数𝑡 ∈ 𝑍+，

(𝑖)随机选取小于𝑛的正整数𝑏，如果(𝑛, 𝑏) ≠ 1，则𝑛是合数，
算法终止；

(𝑖𝑖)计算𝑏𝑛−1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，若𝑏𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)不成立，则𝑛是
合数，算法终止；

(𝑖𝑖𝑖)若选过𝑡个𝑏，则判断𝑛是素数，否则返回至(𝑖)。



• 算法5.1.1（费马素性检验）给定正奇数𝑛和参数𝑡 ∈ 𝑍+，

(𝑖)随机选取小于𝑛的正整数𝑏，如果(𝑛, 𝑏) ≠ 1，则𝑛是合数，
算法终止；

(𝑖𝑖)计算𝑏𝑛−1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，若𝑏𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)不成立，则𝑛是
合数，算法终止；

(𝑖𝑖𝑖)若选过𝑡个𝑏，则判断𝑛是素数，否则返回至(𝑖)。此时对
于每一个随机选取的𝑏，都有 𝑛, 𝑏 = 1且𝑏𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，

故𝑛是合数的可能性不超过
1

2
，因此𝑡轮之后，𝑛是合数的可能

性不超过
1

2𝑡
，即误判𝑛是素数的概率不超过

1

2𝑡
。



• 定义5.1.2 设𝑛 > 1为奇合数，若对于所有整数𝑏, 𝑏, 𝑛 = 1，
都有𝑏𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则𝑛称为Carmichael数。



• 定义5.1.2 设𝑛 > 1为奇合数，若对于所有整数𝑏, 𝑏, 𝑛 = 1，
都有𝑏𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则𝑛称为Carmichael数。

• 561 = 3 ∙ 11 ∙17是一个Carmichael数。



• 定义5.1.2 设𝑛 > 1为奇合数，若对于所有整数𝑏, 𝑏, 𝑛 = 1，
都有𝑏𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则𝑛称为Carmichael数。

• 561 = 3 ∙ 11 ∙17是一个Carmichael数。

事实上，对于所有整数𝑏, 𝑏, 𝑛 = 1，都有 𝑏, 3 =
1, 𝑏, 11 = 1, 𝑏, 17 = 1，因此有𝑏2 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3 , 𝑏10 ≡
1 𝑚𝑜𝑑 11 , 𝑏16 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 17)，故𝑏560 = (𝑏2)280≡
1 𝑚𝑜𝑑 3 , 𝑏560 = 𝑏10 56 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 11 , 𝑏560 = (𝑏16)35≡
1 (𝑚𝑜𝑑 17)，由孙子定理可知𝑏560 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 561)，因此561
是Carmichael数。



• 定理5.1.4 设𝑛 > 1为奇合数，则

(𝑖) 若𝑛能被一个大于1的平方数整除，则𝑛不是Carmichael数；

(𝑖𝑖)若𝑛 = 𝑝1⋯𝑝𝑠不含大于1的平方因子，则𝑛是Carmichael
数的充要条件是对任意𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠，都有(𝑝𝑖 − 1)|(𝑛 − 1)。



• 定理5.1.5 

(𝑖)所有Carmichael数都至少是3个不同素数的乘积；

(𝑖𝑖)存在无穷个Carmichael数。



• 定理5.1.5 

(𝑖)所有Carmichael数都至少是3个不同素数的乘积；

(𝑖𝑖)存在无穷个Carmichael数。

• 若𝑛是Carmichael数，则费马素性检验必将产生误判。



• 由欧拉判别法则，对正奇数𝑛和整数𝑏，若𝑛是素数，则有

𝑏
𝑛−1

2 ≡ (
𝑏

𝑛
) (𝑚𝑜𝑑 𝑛)。

• 如果存在与𝑛互素的整数𝑏，使得𝑏
𝑛−1

2 ≡ (
𝑏

𝑛
) (𝑚𝑜𝑑 𝑛)不成

立，则𝑛是合数。

§5.2 欧拉拟素数



• 例对𝑛 = 341，我们计算2
341−1

2 = (210)17≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 341)，

另一方面，
2

341
≡ −1

3412−1

8 = −1 14535 =

− 1 (𝑚𝑜𝑑 341)，因此2
341−1

2 ≢
2

341
(𝑚𝑜𝑑 341)，故341是

合数。



• 定义5.1.3 设𝑛 > 1为奇合数，若对于整数𝑏, 𝑏, 𝑛 = 1，有

𝑏
𝑛−1

2 ≡ (
𝑏

𝑛
) (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则𝑛称为对于基𝑏的欧拉拟素数。



• 例对1105 = 5 ∙ 221，计算2
1105−1

2 = 2552 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 1105)，

另一方面，
2

1105
≡ −1

11052−1

8 = −1 152628 =

1 (𝑚𝑜𝑑 1105)，因此2
1105−1

2 ≡
2

1105
(𝑚𝑜𝑑 1105)，所以

1105是对于基2的欧拉拟素数。



• 定理5.1.6 如果奇合数𝑛是对于基𝑏的欧拉拟素数，那么它
也是对于基𝑏的拟素数。



• 定理5.1.6 如果奇合数𝑛是对于基𝑏的欧拉拟素数，那么它
也是对于基𝑏的拟素数。

证明：因为𝑛是对于基𝑏的欧拉拟素数，所以𝑏
𝑛−1

2 ≡

(
𝑏

𝑛
) (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，两边平方可得𝑏𝑛−1 ≡

𝑏

𝑛

2
= 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，故𝑛

是对于基𝑏的拟素数。



• 定理5.1.6的逆命题不成立，即并非所有对于基𝑏的拟素数𝑛
都是对于基𝑏的欧拉拟素数。



• 定理5.1.6的逆命题不成立，即并非所有对于基𝑏的拟素数𝑛
都是对于基𝑏的欧拉拟素数。

• 341是对于基2的拟素数，但不是对于基2的欧拉拟素数。



• 算法5.1.2（Solovay-Stassen素性检验）给定正奇数𝑛和参
数𝑡 ∈ 𝑍+，

(𝑖)随机选取小于𝑛的正整数𝑏，计算𝑏
𝑛−1

2 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，如果

𝑏
𝑛−1

2 ≢ ±1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则𝑛是合数，算法终止；

(𝑖𝑖)计算(
𝑏

𝑛
)，如果𝑏

𝑛−1

2 ≢
𝑏

𝑛
(𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则𝑛是合数，算法终

止；

(𝑖𝑖𝑖)若选过𝑡个𝑏，则判断𝑛是素数，否则返回至(𝑖)。此时对

于每一个随机选取的𝑏，都有𝑏
𝑛−1

2 ≡
𝑏

𝑛
(𝑚𝑜𝑑 𝑛)，设𝑛是合

数但一轮检验通过的概率为𝜖，则𝑡轮之后，𝑛是合数的可能
性不超过𝜖𝑡，即误判𝑛是素数的概率不超过𝜖𝑡。由定理5.1.6

可知𝜖 ≤
1

2
。



• 设𝑛为正奇数，𝑏 ∈ 𝑍, 𝑏 > 1,令𝑛 = 𝑡2𝑠 + 1，其中𝑡, 𝑠 ∈

𝑍+, 2 ∤ 𝑡，则𝑏𝑛−1 − 1 = (𝑏2
0𝑡 − 1)(𝑏2

0𝑡 + 1)(𝑏2
1𝑡 +

1)⋯(𝑏2
𝑠−1𝑡 + 1)，因此若𝑛为素数，则𝑏𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)

且𝑍𝑛无零因子，所以

𝑏2
0𝑡 ≡ 1, 𝑏2

0𝑡 ≡ −1, 𝑏2
1𝑡 ≡ −1,… , 𝑏2

𝑠−1𝑡 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)

中必有一个成立。

§5.3 强拟素数



• 设𝑛为正奇数，𝑏 ∈ 𝑍, 𝑏 > 1,令𝑛 = 𝑡2𝑠 + 1，其中𝑡, 𝑠 ∈

𝑍+, 2 ∤ 𝑡，则𝑏𝑛−1 − 1 = (𝑏2
0𝑡 − 1)(𝑏2

0𝑡 + 1)(𝑏2
1𝑡 +

1)⋯(𝑏2
𝑠−1𝑡 + 1)，因此若𝑛为素数，则𝑏𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)

且𝑍𝑛无零因子，所以

𝑏2
0𝑡 ≡ 1, 𝑏2

0𝑡 ≡ −1, 𝑏2
1𝑡 ≡ −1,… , 𝑏2

𝑠−1𝑡 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)

中必有一个成立。

• 定义5.1.4 设𝑛 > 1为奇合数， 𝑏 ∈ 𝑍, 𝑏, 𝑛 = 1，令𝑛 =
2𝑠𝑡 + 1，其中𝑡为奇数，若𝑏𝑡 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)或存在𝑟 ∈

𝑍, 0 ≤ 𝑟 < 𝑠，使得𝑏2
𝑟𝑡 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，则𝑛称为对于基𝑏

的强拟素数。

§5.3 强拟素数



• 例2047 = 23 ∙ 89是对于基2的强拟素数。

事实上，2047 − 1 = 2 ∙ 1023，而21023 = (211)93≡ 193 =
1 (𝑚𝑜𝑑 2047)，因此2047是对于基2的强拟素数。



• 定理5.1.7 存在无穷多个对于基2的强拟素数。



• 定理5.1.7 存在无穷多个对于基2的强拟素数。

证明：首先我们证明若𝑛是对于基2的拟素数，则𝑚 = 2𝑛 − 1
是对于基2的强拟素数。事实上，因为 𝑛 是对于基2的拟素数，
所以𝑛是奇合数且2𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，此时𝑚 − 1 =
2 2𝑛−1 − 1 = 2𝑛𝑘，其中𝑘为奇数，计算2𝑛𝑘 = (2𝑛)𝑘≡
1 𝑘 = 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚 = 2𝑛 − 1)。再由定理5.1.2，因为𝑛是对于
基2的拟素数，所以𝑚 = 2𝑛 − 1是对于基2的拟素数，因此𝑚
是对于基2的强拟素数。



• 定理5.1.8 如果𝑛是对于基2的强拟素数，那么它也是对于
基2的欧拉拟素数。



• 定理5.1.8 如果𝑛是对于基2的强拟素数，那么它也是对于
基2的欧拉拟素数。

• 定理5.1.9 设𝑛是奇合数，𝑏 ∈ 𝑍, 1 ≤ 𝑏 < 𝑛，那么𝑛是对于

基𝑏的强拟素数的概率不超过
1

4
。



• 算法5.1.3（Miller-Rabin素性检验）给定正奇数𝑛和参数
𝑡 ∈ 𝑍+，令𝑛 = 2𝑠𝑘 + 1，其中𝑘为正奇数，

(𝑖)若已选过𝑡个𝑏，则判断𝑛是素数，算法终止；

(𝑖𝑖)随机选取整数𝑏, 2 ≤ 𝑏 ≤ 𝑛 − 2，令𝑖 = 0，计算𝑟𝑖 =
𝑏𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，如果𝑟𝑖 = 1或𝑛 − 1，则返回至(𝑖)；

(𝑖𝑖𝑖)若𝑖 < 𝑠 − 1，令𝑖 = 𝑖 + 1，计算𝑟𝑖 = 𝑟𝑖−1
2 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，如果

𝑟𝑖 = 𝑛 − 1，则返回至(𝑖)；

(𝑖𝑣)判断𝑛是合数，算法终止。



• 算法5.1.3（Miller-Rabin素性检验）给定正奇数𝑛和参数
𝑡 ∈ 𝑍+，令𝑛 = 2𝑠𝑘 + 1，其中𝑘为正奇数，

(𝑖)若已选过𝑡个𝑏，则判断𝑛是素数，算法终止；

(𝑖𝑖)随机选取整数𝑏, 2 ≤ 𝑏 ≤ 𝑛 − 2，令𝑖 = 0，计算𝑟𝑖 =
𝑏𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，如果𝑟𝑖 = 1或𝑛 − 1，则返回至(𝑖)；

(𝑖𝑖𝑖)若𝑖 < 𝑠 − 1，令𝑖 = 𝑖 + 1，计算𝑟𝑖 = 𝑟𝑖−1
2 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)，如果

𝑟𝑖 = 𝑛 − 1，则返回至(𝑖)；

(𝑖𝑣)判断𝑛是合数，算法终止。

显然𝑛是合数的可能性不超过
1

4𝑡
，即误判𝑛是素数的概率不超

过
1

4𝑡
。



• 实现Miller-Rabin素性检验算法，随机生成一个奇数𝑛，判
断它是素数还是合数，其中𝑡取10。

• 要求输出中间结果，包括𝑠, 𝑘,每一轮选择的随机数𝑏, 𝑟𝑖 ,和跳
出循环的位置(𝑖𝑖),(𝑖𝑖𝑖)或(𝑖𝑣)，算法结束时的总轮数。

• 语言：C/C++或Python

• 使用头歌平台搭建环境并提交作业

实验4


